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Le present article est consacre a la construction et a I'etude de la correspondance de Simpson 
p-adique, suivant I'approche geiierale resumee dans |2], pour un schema logarithmique affine d'un 
type particulier (|6.2p . La section [2] contient les principales notations et conventions generales. On 
trouvera en particulier dans 12.81 les definitions relatives aux modules de Higgs. La section [3] contient 
divers sorites sur la cohomologie continue des groupes profinis et en particulier, faute de reference 
adequate, un traitement approprie de la formule de Kiinneth. La section|4]rappelle et precise quant a 
elle les relations existant entre torseurs, pour la topologie de Zariski et fibres principaux homogenes, 
ainsi qu'entre les notions equivariantes (sous un groupe abstrait) associees. Nous rappelons ensuite 
dans la section [5] quelques notions de geometric logarithmique qui joueront un role important dans 
la suite du travail, afin de fixer les notations et de donner des reperes aux lecteurs non familiers 
de cette theorie. Dans la section |6l nous introduisons le cadre logarithmique (|6.2[) . les anneaux 
(|6.7I) et les groupes de Galois ()6.9p utilises tout le long de I'article puis nous etablissons quelques- 
unes de leurs proprietes (|6. 61 16.81 et I6.14p . Nous rappelons ensuite I'enonce du theoreme de purete 
de Faltings (|6.15p et quelques coroUaires (|6.16p - (|6.24p . La section [7] est consacree a l'extension 
de Faltings; on y trouve deux variantes (|7.17.2I) et (17.22.21) . Pour la commodite du lecteur, nous 
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reprenons dans la section El avec un peu de details, le calcul de cohomologie galoisienne, du a 
Faltings, qui est au coeur de son approche de la theorie de Hodge p-adique. Nous introduisons 
dans la section[3]les epaississements infinitesimaux p-adiques de Fontaine, et nous les munissons de 
structures logarithmiques suivant Tsuji (|9.1ip . La partie la plus originale de cet article commence 
a partir de la section (TUl avec I'introduction du torseur de Higgs-Tate (|10.3p . Le theoreme 110.181 
etablit un important lien entre ce torseur et I'extension de Faltings. La section [TT] est consacree a 
I'etude des cohomologies de de Rham (|11.4p et galoisienne (|11.7p de diverses algebres associees a ce 
torseur. Dans la section [T^l nous definissons les principaux foncteurs p2.8.2l) et (|12.11.2p reliant la 
categoric des representations generalisees a celle des modules de Higgs. Nous y introduisons aussi 
les notions entieres de representation de Dolbeault (|12.10p et de module de Higgs soluble (|12.13p . 
Nous montrons alors ()12.16p qu'elles donnent lieu a deux categories equivalentes. La section [13] 
est consacree a I'etude des petites representations entieres (|13.ip et des petits modules de Higgs 
entiers (|13.2p . File detaille I'approche de Faltings [TH]. Nous introduisons et etudions ensuite les 
variantes rationnelles des quatre notions precedentes dans la section [T31 Nous y etablissons en 
particulier (|14.14p une equivalence entre la categoric des representations de Dolbeault rationnelles 
et la categoric des modules de Higgs solubles rationnels. La derniere section fait le lien (|15.7p avec 
la theorie de Hyodo pour les representations de Hodge- Tate. 

2. Notations et conventions 

Tous les anneaux consideres dans cet article possedent un element unite; les homomorphismes 
d'anneaux sont toujours supposes transformer V element unite en V element unite. Nous considerons 
surtout des anneaux commutatifs, et lorsque nous parlons d'anneau sans preciser, il est sous- 
entendu qu'il s'agit d'un anneau commutatif; en particulier, il est sous-entendu, lorsque nous 
parlons d 'un topos annele (X, A) sans preciser, que A est commutatif. 

2.1. Dans cet article, p designe un nombre premier, K un corps de valuation discrete complet de 
caracteristique 0, a corps residuel parfait k de caracteristique p, K une cloture algebrique de K . On 
note l^K I'anneau de valuation de K . G-^ la cloture integrale de Gk dans K, m-^ I'ideal maximal 
de i^y, k le corps residuel de et v la valuation de K normalisee par v(j)) = 1. On designe par 
ffc le separe complete p-adique de ff-j^^ par C son corps de fractions et par mc son ideal maximal. 

On choisit un systeme compatible {fin)n>o de racines n-iemes de p dans ffj^. Pour tout nombre 
rationnel £ > 0, on pose p^ = (/3„)^" ou n est un entier > tel que en soit entier. 

On designe par Gk = Gal{K / K) le groupe de Galois de K sur K et par Z(l) et Zp(l) les 
^[G/j-] -modules 

(2.1.1) Z(l) = limAi„(^-^), 

n>l 

(2.1.2) Zp(l) = lim/^p„(^-^), 

OU /x„(^-^) designe le sous-groupe des racines rt-iemes de I'unite dans ff-j^. Pour tout Zp[G'x]- 
module M et tout entier n, on pose M{n) = M Zp(l)'*". 

Pour tout groupe abelien A, on note A son separe complete p-adique. 

2.2. On munit Zp de la topologie p-adique, ainsi que toutes les Zp-algebres adiques [i.e., les 
Zp-algebres completes et separees pour la topologie p-adique). Soient A une Zp-algebre adique, 
i: A ^ A[^] I'homomorphisme canonique. On appelle topologie p-adique sur A[^] I'unique topologie 
compatible avec sa structure de groupe additif pour laquelle les sous-groupes i{p'^A), pour n E N, 
forment un systeme fondamental de voisinages de ([TT] chap. HI §1.2, prop. 1). File fait de A[-] 
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un anneau topologique. Soient M un yl[i]-module de type fini, M° un sous-A-module de type fini 
de M qui I'engendre sur A[-^]. On appelle topologie p-adique sur Af I'unique topologie compatible 
avec sa structure de groupe additif pour laquelle les sous-groupes p'^M°, pour n e N, torment un 
systeme fondamental de voisinages de 0. Cette topologie ne depend pas du choix de M° . En effet, 
si M' est un autre sous- ^-module de type fini de M qui I'engendre sur alors il existe to > 

tel que p"^M° C M' et p^M' C M° . II est clair que M est un A[i]-module topologique. 

2.3. Soient A un anneau, n un entier > 1. On designe par W(A) (resp. W„(yl)) I'anneau des 
vecteurs de Witt (resp. vecteurs de Witt de longueur n) a coefficients dans A relatif a p. On a un 
homomorphisme d'anneaux 

(2.3.1) $„: W„(^) ^ A, 

n—1 n—2 

{xi,...,Xn) ^ x{ +PX2 H l-p""-^X„. 

appele n-ieme composante fantome. On dispose aussi des morphismes de restriction, de decalage 
et de Frobenius 

(2.3.2) R:W„+i(A) -> W„(A), 

(2.3.3) V:W„(A) -> W„+i(A), 

(2.3.4) F:W„+i(A) ^ W„(A). 

Lorsque A est de caracteristique p, F induit un endomorphisme de W„(A), encore note F. 

2.4. Pour toute categorie abelienne A, on designe par D(A) sa categoric derivee et par D~(A), 
D+(A) et D^(A) les sous-categories pleines de D(A) formees des complexes a cohomologie bor- 
nee superieurement, inferieurement et des deux cotes, respectivement. Sauf mention expresse du 
contraire, les complexes de A sont a difFerentielles de degre -1-1, le degre etant ecrit en exposant. 

2.5. Soit {X, A) un topos annele. On note Mod(A) ou Mod(j4, X) la categorie des A-modules de 
X. Si M est un A-module, on designe par Sa{M) (resp. A^(M), resp. Ta{M)) I'algebre symetrique 
(resp. exterieure, resp. a puissances divisees) de M ([55] I 4.2.2.6) et pour tout entier n > 0, par 
S^(M) (resp. A^(M), resp. r^(M)) sa partie homogene de degre n. On omettra I'anneau A des 
notations lorsqu'il n'y a aucun risque d'ambigui'te. Les formations de ces algebres commutent a la 
localisation au-dessus d'un objet de X. 

2.6. Soient A un anneau, L un A-module, u: L ^ A une forme lineaire. Pour tout x G A(L), on 
note du{x) le produit interieur de a; et m ([5] HI § 11.7 exemple page 161). D'apres (loc. cit. page 
162), on a 

n 

(2.6.1) du{xi A • • • A Xn) = '^{-iy^^u{xi)xi A • • • A Xi^i A Xi+i A • • • A x„ 

4=1 

pour xi, . . . ,Xn G L. L'application du '■ A(L) — > A(L) est une anti-derivation de degre —1 et de carre 
nul ([8] III § 11.8 exemple page 165). L'algebre A(i) munie de I'anti-derivation du s'appelle algebre 
(ou complexe) de Koszul de u. On la note IK^(m) ; on a done IK^(7i) = A"L et les differentielles de 
K^{u) sont de degre -1 (cf. fS] § 9.1). 

Pour tout complexe de A-modules C, on definit le complexe de chalnes ([9J § 5.1) 

(2.6.2) K^{u,C)^K^{u)®aC 
et le complexe de cochaines 

(2.6.3) K\{u, C) = YiomgTA{K^{u),C). 
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D'apres ([9] § 9.1 cor. 2 de prop. 1), si Ann(C) est raiinulatcur de C, alors u(L) + Ann(C) annule 
R*(K\{u,C)) et H4K^(m,C)). 

Supposons que L soit somme directe de Li, . . . , Lr et notons Ui'. Li ^ A \a restriction de m a 
Li. Alors Tisomorphisme canonique ([8J III § 7.7 prop. 10) 

(2.6.4) <'®l<^<r^{L^)^ A{L) 

est un isomorphisme de complexes ®i<i<r^^{ui) ^ IK^(u), oii le symbole ^® designe le produit 
tensoriel gauche (cf. [8] III § 4.7 remarques page 49). 

Comme d„ est une anti-derivation, le produit dans I'algebre A(L) induit un morphisme de 
complexes 

(2.6.5) Kf(u)®AK^(u) ^K^(u). 

Supposant L projectif de rang n et composant avec le morphisme canonique K^(it) — !• A"-L[— n], 
on en deduit un morphisme de complexes 

(2.6.6) K^(u) ^ Homgr^(K^(u), A"L[-n]), 

qui est bijectif (fS] III § 7.8 page 87). Pour tout complexe de A-modules C, on en deduit un 
isomorphisme de complexes ([9J § 9.1 page 149) 

(2.6.7) K^(u, C) ^ K\{u, C ®a A"L[-n]). 

Par passage a I'homologie, on a done, pour tout entier i, un isomorphisme 

(2.6.8) B„{K^{u, C)) ^ H"-'(K^(u, C (Sa A"L)). 

2.7. Soient A un anneau, L un A-module, u: S(L) ®a L S(L) la forme lineaire telle que 
u{s ® x) = sx pour tous s £ S(L) et a; e L. Par I'isomorphisme canonique ([5] III § 7.5 prop. 8) 

(2.7.1) A (S(L) (g)A i) ^- S(L) ®A A(L), 

la differentielle du complexe de Koszul K, (u) ()2.6II est transportee en I'application 

(2.7.2) d: S(L)(g)AA(L) ^S(L)®aA(L) 
definie pour tous xi , . . . , a;„, ?/i , . . . , y„i G L par 

(2.7.3) d{{xi . . . a;„) (g) (?/i A • • • A ?;„0) = ^{-If+^yiXi . . . a;„ (g) (yi A • • ■ A A A • • ■ A y^). 

Pour tout complexe de S(-L)-modules C, on pose 

(2.7.4) Ki^^\c) = Ki^^\u,C), 

(2.7.5) nmiC) - K^(L)(^^,C), 

(le morphisme u etant canonique, peut etre omis de la notation). 

Soient L' un A-module, u' : S(L') ®a L' S(L') la forme lineaire telle que u'(s' ® x') = s'x' 
pour s' G S(L') et x' G L' . L 'isomorphisme (I2.6.4p induit un isomorphisme 

(2.7.6) (S(L) ®A K{L))mA{S{L') ®a A(i')) ^ S(L ® L') ®a A(L ® L'), 

ou le produit tensoriel exterieur gauche est pris relativement au diagramme co-cartesien canonique 

A ^S(L) 

S(L') ^S(L©L') 
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II resulte de p.7.3p que p.7.6p est uii isomorphisme de complexes 

(2.7.7) Ki'^^\u)mAKt'^^'\u') ^Ki'^^®^'\u(Bu'). 

On en deduit, pour tout complexe de S{L © i')-modules C, des isomorphismes de complexes 

(2.7.8) kI^^®^'\c) ^ Kl^^\Kt'^^'\c)), 

(2.7.9) Ks(LeL')(^) ^ KiL)iniL')iC))- 

Definition 2.8. Soient (X, A) un topos annele, E un A-module. 

(i) On appelle A-module de Higgs d coefficients dans E un couple (M, 6) forme d'un A-module 
M et d'un morphisme A-lineaire 

(2.8.1) O-.M^M^aE 

tel que 9 AO = 0. On dit alors que 9 est un A-champ de Higgs sur M a coefficients dans E. 

(ii) Si (Mi,0i) et (M2,02) sont deux A-modules de Higgs, un morphisme de (Mi,0i) dans 
(M2, 92) est un morphisme A-lineaire u: Mi M2 tel que [u ® id^;) o 61 — 92 o u. 

Les A-modules de Higgs a coefficients dans E forment une categoric que Ton note MH(A,iJ). 
On peut completer la terminologie et faire les remarques suivantes. 

2.8.2. Soit {M,6) un A-module de Higgs a coefficients dans E. Pour tout i > 1, on designe par 

(2.8.3) 9^: M (g,AA'E ^ M (E)aA'^^E 

le morphisme A-lineaire defini pour toutes sections locales m de M et a; de A^E par 9i{m 0;) = 
0{m) A Lu. On a 0^+1 o9i = 0. Suivant Simpson ([38 1 page 24), on appelle complexe de Dolheault de 
{M,9) et Ton note K'{M,9) le complexe de cochaines de A- modules 

(2.8.4) M M (Sa E M (^a A^E 
ou M est place en degre et les differentielles sont de degre 1. 

2.8.5. Soit (M, 9) un A-module de Higgs a coefficients dans E tel que M soit un A-module 
localement libre de type fini. Considerons, pour un entier i > 1, le morphisme compose 

(2.8.6) A'M A'{M (SaE) ^A'M(E)aS'E, 

ou la seconde fleche est le morphisme canonique ([29| V 4.5). On appelle i-ieme invariant caracte- 
ristique de 9 et Ton note Xi{9) la trace du morphisme (|2.8.6p vue comme section de T{X, S^E). 

2.8.8. Soient (Mi, 9i), (M2, ^2) deux A-modules de Higgs a coefficients dans E. On appelle champ 
de Higgs total sur Mi (^a ^2 le morphisme A-lineaire 

(2.8.8) 9tot ■■ Ml ®A M2 Ml ®A M2 ®A E 
defini par 

(2.8.9) 6itot = 6*1 (g) idM2 + idMi ® 6*2. 

On dit que (Mi ®a M2, 0tot) est le produit tensoriel de (A/i, 9i) et (M2, 02 ). 



6 



AHMED ABBES ET MICHEL GROS 



2.8.11. Supposons E localement libre de type fini sur A et posons F — JfomA{E, A). Pour tout 
v4-niodule M, le morphisme canonique 

(2.8.11) SndA{M) ®aE^ JfomA{M, M (E)a E) 

etant un isomorphisme, la donnee d'un A-champ de Higgs sur M est equivalente a la donnee 
d'une structure de S(i^)-module sur M compatible avec sa structure de A-module. D'autre part, 
en vertu de (fB] § 11.5 prop. 7), le A-module J^om^(A(F), A) s'identifie a I'algebre duale graduee 
de A{F), et on a un isomorphisme canonique d'algebres graduees 

(2.8.12) A{E) ^ .y/fomA{/\iF),A). 

On verifie que celui-ci induit un isomorphisme de complexes de A-modules (j2.7.5p 

(2.8.13) K'{M,d) ^ ]K*(^)(A/). 

2.9. Soient /: {X',A') -> {X,A) un morphisme de topos anneles, E un ^-module, E' un A'- 
module, 7: f*{E) E' un morphisme A'-lineaire, {M,6) un A- module de Higgs a coefficients 
dans E. Le morphisme compose 

(2.9.1) 0': r{M)^-^r{M)®A' nE)'-^r{M)®A'E' 

est alors un A'-champ de Higgs a coefficients dans E' . On dit que le A'-module de Higgs {f*{M), 6') 
est I'image inverse de {M,6) par (/, 7). 

2.10. Soient {X,A) un topos annele, B une A-algebre, le B-module des differentielles de 
Kahler de B sur A {[29] 11 1.1.2), 

(2.10.1) ^B/A — S)neN^B/A — ^b{^b/a) 

I'algebre exterieure de flg^^. 11 existe alors une et une unique A-anti-derivation d: i^B/A ~^ ^b/a 
de degre 1, de carre nul, qui prolonge la A-derivation universelle d: B ^ ^"b/a- Cela resulte par 
exemple de ([9J §2.10 prop. 13) en remarquant que ^^g/A ^® faisceau associe au prefaisceau 

U-^^'BiU)/Ai,U)iU^Oh[X)). 

Soient M un B-module, A G T{X^A). Une X-connexion sur M relativement a I'extension B/A 
est la donnee d'un morphisme A-lineaire 

(2.10.2) V: A/ ^ f]^/^ ®B Af 
tel que pour toutes sections locales x de _B et s de Af, on ait 

(2.10.3) V{xs) ^ Xd{x)®s + xV{s). 

On omettra I'extension B/A de la terminologie lorsqu'il n'y a aucun risque de confusion. Un tel 
morphisme se prolonge en un unique morphisme A-lineaire gradue de degre 1 

(2.10.4) V-.rtB/A^BM^nB/A^^BM, 

tel que pour toutes sections locales uj de il^y^ et s de i^^^^ M S N), on ait 

(2.10.5) V(w A s) = Xd{uj) A s + (-l)''w A V(s). 
Iterons cette formule : 

(2.10.6) Vo V(w As) =0; A Vo V(s). 
On dit que V est integrahle si V o V = 0. 
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Soient (M, V), (M', V) deux modules a A-connexions. Un morphisme de (M, V) dans (Af, V) 
est la donnee d'un morphisme B-lineaire u: M M' tel que (id (X> u) o V = V o u. 

Les 1-connexions sont classiquement appelees connexions. Les 0-connexions integrables sont les 
_B-champs de Higgs a coefficients dans (|2.8p . 

2.11. Soient /: {X',A') — > {X,A) un morphisme de topos anneles, B une A-algebre, B' une 
A'-algebre, a: f*{B) B' un homomorphisme de A'-algebres, A £ T{X,A), (M, V) un module 
a A-connexion relativement a I'extension B/A. Notons A' I'image canonique de A dans T{X',A')^ 
d' : B' ^ ^s'/A' A'-derivation universelle de B' et 

(2.11.1) r{^],/j,)^n],,,^, 

le morphisme a-lineaire canonique. On voit aussitot que /*(V) est une A'-isoconnexion sur f*{M) 
relativement a I'extension f*{B)/A', qui est integrable si V I'est. Par ailleurs, il existe un unique 
morphisme A'-lineaire 

(2.11.2) V: B' (g>f,^B) rm ^ ®f,(B) r{M) 

tel que pour toutes sections locales x' de B' et t de f*{M), on ait 

(2.11.3) V'(x' ®t) = X'd'ix') ® t + x'i-y ® id)(/*(V)(i)). 

C'est une A'-connexion sur B' f*{M) relativement a I'extension B' /A' , qui est integrable si 

V Test. 

Remarque 2.12. Soient {X,A) un topos annele, B une A-algebre, A S r{X,A), (M, V) un 
module a A-connexion relativement a I'extension B/A. Supposons qu'il existe un A-module E et 
un isomorphisme _B-lineaire 7 : E ®a B ^ ^b/a ^^^'^ ^^"^ pour toute section locale uj de E, on ait 
d{'y{uj O 1)) = 0. Notons 6: M E ®a M le morphisme induit par V et 7. Alors pour que la 
A-connexion V soit integrable, il faut et il suffit que 9 soit un A-champ de Higgs sur M a coefficients 
dans E. En effet, le diagramme 

(2.12.1) E(E)aM {A^E)(g)AM 



^B/A ®B M nl/^ ®B M 

oil les Heches verticales sont les isomorphismes induits par 7, est clairement commutatif. 

2.13. Soient {X,A) un topos annele, B une A-algebre, A £ T{X,A), (M, V) un module a A- 
connexion integrable relativement a I'extension B/A. Supposons qu'il existe un A-module E et un 
S-isomorphisme 7 : E®aB ^ ^"b/a ^'^^^ pour toute section locale uj de E, on ait d{'-y{ijj®l)) = 
(cf. I2.12p . Soit [N^ 9) un A- module de Higgs a coefficients dans E. II existe un unique morphisme 
A-lineaire 

(2.13.1) V: M(SaN ^n]j/A®BM®AN 
tel que pour toutes sections locales x de M et y de N, on ait 

(2.13.2) V{x ® y) = V(a;) ®a y + (7 ®b idAf <»A idN){x ®a 0{y)). 
C'est une A-connexion integrable sur M (g)^ N relativement a I'extension B/A. 
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2.14. Soit X une variete projective lisse complexe. Un fibre harmonique sur X est la donnee d'un 
triplet (M, Z?, ( , )), oii M est un fibre vectoriel complexe de classe '-^^^ sur X, D est une connexion 
integrable sur M et ( , ) est une metrique hermitienne sur Af , satisfaisant a une condition decrite 
plus bas ([35 §1). On pent ecrire de maniere unique D = V+a, ou V est une connexion hermitienne 
et a est une forme differentielle de degre 1, a valeurs dans End^j^(M), auto-adjointe par rapport 
a ( , ) . On decompose V et a selon leurs types 

(2.14.1) v = a + 9, a^e + e\ 

ou 9 et 9 sont de type (1, 0) et (0, 1), respectivement, et 9 est une forme differentielle de type (1, 0) 
a valeurs dans End^^^ (-^)- La condition requise est que I'operateur D" ^ d + 9 est integrable, i.e., 

D"^ = 0. Cette condition equivaut a dire que d — 0, d9 ~ Q et 9 A 9 = 0. Ainsi I'operateur d 
definit sur M une structure de fibre vectoriel holomorphe, et 9 est alors un champ de Higgs sur M 
a coefficients dans Le complexe de Dolbeault de {M,9) 

(2.14.2) 0^ A"(M) ^ Ai(Af) ... 

s'obtient en prolongeant D" aux formes differentielles de classe II induit par restriction aux 
formes differentielles holomorphes le complexe K(M, 9) ; d'ou la terminologie. 

3. Rappels sur la cohomologie continue des groupes profinis 

3.1. Soient G un groupe profini, A un anneau topologique muni d'une action continue de G par 
des homomorphismes d'anneaux. Une A-representation de G est la donnee d'un A-module M et 
d'une action A-semi-lineaire de G sur M, i.e., telle que pour tons geG, aGAetwG M, 
on ait g{am) = g{a)g(rn). On dit que la ^-representation est continue si M est un A- module 
topologique et si Paction de G sur M est continue. Soient M, N deux ^-representations (resp. deux 
^-representations continues) de G. Un morphisme de M dans TV est la donnee d'un morphisme 
A-lineaire et G-equivariant (resp. A-lineaire, continu et G-equivariant) de M dans N. On note 
Rep^(G) (resp. Rep™"*(G)) la categoric des ^-representations (resp. yl-representations continues) 
de G. Si M et A'' sont deux j4-representations de G, les ^-modules M (E)a N et HoniAiM, N) sont 
naturellement des ^-representations de G. 

Supposons Taction de G sur A triviale. Les objets de Rep™"*(G) sont alors aussi appeles des 
A-G-modules topologiques. Un A-G-module topologique dont la topologie est discrete est appele 
A-G -module discret. On designe par Rep^'^'^(G) la sous-categorie pleine de Rep™"*(G) formee des 
A-G-modules discrets. 

Si R est un anneau sans topologie, il sera sous-entendu que les i?-G-modules topologiques sont 
definis relativement a la topologie discrete de R (et Taction triviale de G sur R). 

3.2. Soient A un anneau, G un groupe profini, M un A-module muni de la topologie discrete. Le 
A-G-module induit de M, note lTidA,G{M), est le A-module des applications continues de G dans 
M, muni de Taction de G definie pour tons / G IndA.ciM) et g £ G, par 

(3.2.1) {g-f){x)^f{x-g). 
C'est un A-G-module discret. On definit ainsi un foncteur exact 

(3.2.2) Ind^.c: Mod(A) ^ Rep^''''=(G), M IndA,G(M), 

qui est un adjoint a droite du foncteur d'oubli de Taction de G ([42j 1.1.1). II transforme done les 
A-modules injectifs en A-G-modules injectifs. La categoric Rep^''''^(G) a suffisamment d'injectifs. 
Pour qu'un objet de RepJ^"^'^(G) soit injectif, il faut et il suffit qu'il soit un facteur direct d'un 
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objet de la forme IndA,G(-^), ou / est un A-module injectif ([42] 1.1.2). Un A-G-module discret est 
dit induit s'il est isomorphe au A-G-module induit d'un A-module. 
On designe par r(G', — ) le foncteur exact a gauche 

(3.2.3) r(G, -) : Rep^'''=(G) ^ Mod(A), M ^ , 
et par 

(3.2.4) Rr(G,-): D+(Rep^'""(G)) ^ D+(Mod(A)), 

(3.2.5) H«(G,-): Rep^'"'=(G) ^ Mod(A), (g > 0), 
ses foncteurs derives droits (cf. 



3.3. Soient A un anneau, G un groupe profini, H un sous-groupe ferme et distingue de G. Les 
groupes H et G/H sont alors profinis. On designe encore par T{H, — ) le foncteur exact a gauche 

(3.3.1) r(iJ, -) : Rep^'"'=(G) Rep^''''=(G/ff ), M ^ M" , 

et par Rr(_ff, — ) et H'(iJ, — ) {q > 0) ses foncteurs derives droits. Get abus de notation est justifie 
par le fait que le diagramme 

(3.3.2) D+(Rep^'^^(G)) "'^'''^"^ ^ D+(Rep^"^(G/g)) 



D+(Rep^'^=(iJ)) ^ ^ D+(Mod(A)) 

ou les fleches verticales sont induites par les foncteurs d'oubli, est commutatif a isomorphisme 
canonique pres ([42] 1.1.5). 

Proposition 3.4 ([42] 1.1.7). Soient A un anneau, G un groupe profini, H un sous-groupe ferme 
et distingue de G, M un A-G-module discret. On a alors un isomorphisme canonique fonctoriel de 
D+(Mod(A)) 

(3.4.1) Rr(G/iJ, Rr{H, M)) ^ Rr(G, M). 

Remarque 3.5. Soient A un anneau, G un groupe profini, H un sous-groupe ferme et distingue 
de G, M un A-G-module discret. Alors pour tout entier n > 0, le morphisme de restriction 

(3.5.1) p„: H"(G,M) ^ H"(iJ,Af) 
coincide avec le compose 

(3.5.2) Un-. H"(G, Af) ^ H"(G/iJ,r<„Rr(ff,Af)) ^ r(G/7J, H"(i7, M)) ^ H"(iJ,M), 

ou r<„Rr(iJ, M) est la filtration canonique de Rr(iJ, M) ([T3] 1.4.6), la premiere fleche est induite 
par I'isomorphisme (|3.4.ip et les autres fleches sont les morphismes canoniques. En effet, (/9„) et 
(w„) sont deux morphismes de 9-foncteurs universels qui coincident en degre 0. 

3.6. On designe par 2) la categorie dont les objets sont les ensembles ordonnes [n] = {0, . . . ,n} 
(pour n G N) et les morphismes sont les applications croissantes. On reserve la notation A pour un 
groupe de Galois qui apparaitra dans (|6.9p . Pour tous n S N et i S [n] , on note d]^ : [rt — 1] — ^ [n\ 
I'injectioii croissante qui oublie i, et : [n + 1] — > [n] la surjection croissante qui repete i. On omet 
les indices n dans d^^ et lorsqu'il n'y a aucuii risque de confusion. 

Soient ^ une categorie additive, q un entier > 1, X un objet g-cosimplicial de £/ {[29\ 1 
1.1). On appelle sous-ohjet diagonal de X, et Ton note AX, I'objet cosimplicial de is/ defini par 
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[n] M- X"' "'". On appelle complexe de cochaines de X le complexe de cochames g-uple X defini 
pour tout (rti, . . . ,nq) g par X"!' - '"" = - et pour I <i < q, par la difFerentielle 



(3.6.1) = V(-l)^X(id,...,d^...,id), 



ou est place a la z-ieme place (|29J I 1.2.2). Pour tout complexe de cochaines g-uple M de 
on appelle complexe simple associe, le complexe de cochaines J M defini pour tout n G N, par 



(3.6.2) ( j MY 



la difFerentielle d etant donnee, en restriction a M"!' - '"", par (US] I 1.2.1). 

D'apres le theorenie d'Eilenberg-Zilber-Cartier ([29] I 1.2.2), pour tout objet 2-cosiniplicial X 
de £/, il existe deux homomorphismes fonctoriels, la fieche "d'Alexander- Whitney" 



(3.6.3) / X {AXy 
et le "shuffle map" 

(3.6.4) (AX)~ ^ / X, 



induisant I'identite en degre 0, et inverses I'uii de I'autre a homotopie fonctorielle pres. On prendra 
garde que le sens des fleches est inverse par rapport a loc. cit. qui traite des objets simpliciaux. 
Plus precisement, la fleclie (|XO)) envoie X"-" dans par X(d™+" . . . ..d°), 

oh d^ est compose m fois, et la fieche p.6.4p envoie dans X™'" par 

(3.6.5) ^ £(/i,i/)X(s''i ...s''",s^i ...s^™), 

la somme etant prise sur tons les (to, n)-shuffies de I'ensemble [m + n — 1], ou e{^, v) est le signe 
du shuffie. 

3.7. Soient A un aiineau, X, Y deux A-niodules cosinipliciaux. On designe par X (S)a Y le A- 
module 2-cosiniplicial defini par {m,n) i— > X'" 0^ F", et par sous-objet diagonal 
A{X (S)A y)- On notera que le complexe simple associe au complexe de cochaines de X (E}a Y n'est 
autre que le produit tensoriel X ®a Y des complexes de A-modules X et F (cf. [5] § 4.1). On a 
done la fieche "d'Alexander- Whitney" 

(3.7.1) X i^aY ^ {X ®^Yr, 
et le "shuffie map" 

(3.7.2) {X ^^Yy ^ X (E)aY. 

3.8. Soient A un anneau topologique, G un groupe profini, M un ^-G-niodule topologique. On as- 
socie a M un A[G]-niodule cosimplicial K*(G, M) (|3.6p . bifonctoriel contravariaiit en G et covariant 
en M, de la fagon suivante : pour tout eiitier n e N, K"(G, Af) est le A-module des applications 
continues de G^"! dans M, equipe de Paction de G definie pour tons g £ G et / G K"(G, M) par 

(3.8.1) {g ■ f){go, . . . ,g„) = g ■ fig^'^go, ■ ■ ■,g'^gn)- 

Tout morphisme 5: [n] ^ [to] de 2) (|3.6p induit un morpliisme de ^[G]-modules 

(3.8.2) K"(G, M) K"(G, M), 
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defini par composition avec I'application 

(3.8.3) g["1^G["1, (go,...,ff™)^(ff5(o),.-.,35(n))- 

Le complexe de cochaines K*(G, Af) associe a K*(G,M) p.6p est appele complexe de cochatnes 
homogenes continues de G d valeurs dans M . 

On appelle complexe de cochaines non homogenes continues de G a valeurs dans M, et I'on 
note C*Qj^j(G, M), le complexe de A- modules defini comme suit : pour tout n G N, C"q,j^(G, M) est 
I'ensemble de toutes les applications continues de G" dans M, et la difFerentielle d: C"o„t(G, M) 
C^+J(G,Af) est definie par la formule 

(3.8.4) d{f){gi,...,gn+i) = gi ■ f{g2, ■ ■ ■ , gn+i) 

n 

+ ^{-'^yf{9i, ■ ■ -,9191+1, ■ ■ ■,9n+i) 

i=l 

+ (-l)"+V(5l,---,3n)- 

Les groupes de cohomologie de C'^^^{G,M) sont notes ll'^^^{G, M) et appeles les groupes de 
cohomologie continue de G a valeurs dans M (cf. |39| § 2). Les applications continues (pour tout 

neN) 

(3.8.5) G"^G["1, (gi,...,g„)^ (1,51, 5152,..., 51 •■•ff«) 
induisent un isomorphisme de complexes de A-modules 

(3.8.6) K-(G,M)«^Q„„,(G,Af). 

Supposons M discret. Pour tout n e N, K"(G,Af) est alors un A-G-module discret et induit 
([42] 1.1.9). Notons e: M K°(G, Af) le morphisme de A-G-modules discrets defini pour tout 
m e A/ par e{m){gQ) — m. On a. d'^ o e — 0, on d'^ est la differentielle de degre du complexe 
K*(G, Af). Le complexe augmente de A-modules Af A K'(G, Af) est homotope a ([H] 1.1.8). 
On en deduit un isomorphisme canonique fonctoriel de D+(Mod(yl)) 

(3.8.7) Rr(G,Af)4C'„„t(G,Af). 

On peut done omettre I'indice "cont" des notations C'^^j et H'^j^^ sans induire d'ambiguite. 

3.9. Pour toute categoric abelienne £/, on note s:/^ la categorie des systemes projectifs de £/ 
indexes par rensemble ordonne N. Alors est une categorie abelienne, dont les noyaux et les 
conoyaux se calculent composante par composante. Si jz/ a suffisamment d'injectifs, il en est de 
meme de ([3D] 1.1) ; un objet (A„, (f„)„gN de est injectif si et seulement si pour tout n G N, 
An est injectif et dn ■ ^n+i — > An est inversible a gauche. 

Soit h: si/ -+ un foncteur exact a gauche entre categories abeliennes. On note : — >■ 
son prolongement naturel. Supposons que jz/ ait suffisamment d'injectifs. Alors R*/i^ = (R*/i)'^ 
pour tout i > ([30] 1.2). Supposons de plus que les limites projectives indexees par N soient 
representables dans On designe alors par 

(3.9.1) Innh: ^ ^ 

le foncteur qui associe a {Am dn)neN la limite projective 

(3.9.2) lini{h{An),h{dn)), 
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et par R"*'(lim h) son foncteur derive droit. Si h transforme les injectifs en injectifs, il en est de 
meme de /i^. Si de plus le foncteur derive droit R+(lim) du foncteur 

(3.9.3) lim:M^~^^ 

existe, on a alors un isomorphisme canonique 

(3.9.4) R+(lini /i) ^ R+(lini) o (R+/i)'^. 

3.10. Soient A un anneau, G un groupe profini. Les limites projectives dans Mod(74) sont repre- 
sentables ; le foncteur 

(3.10.1) lim: Mod(A)^ Mod(A) 

admet un foncteur derive droit; et on a R*(lim) = pour tout i >2 (cf. [3D] 1.4 et 2.1). Si 

(M„)„gN est un systeme projectif de ^-modules verifiant la condition de Mittag-LefHer, on a ( |30| 
1.15 et [36] 3.1) 

(3.10.2) RMun M„ = 0. 
On designe par 

(3.10.3) r(G, -) : (Rep^'^^(G))^ ^ Mod(A) 

le foncteur lim r(G, — ) (|3.9.ip et par R+r(G, — ) son foncteur derive droit. Pour tout systeme 

projectif (M„)„gN de RepJ^''^'^(G) et pour tout entier i > 0, on a, d'apres (I3.9.4p . une suite exacte 

(3.10.4) ^ Rhhn ff-i(G, Af„) ^ ff (G, (Af„)„eN) ^ lim (G, M„) ^ 0. 

Supposons que (M„)„gN verifie la condition de Mittag-LefHer et notons M sa limite projective en 
tant que vl-G-module topologique. D'apres ([3D] 2.2 et [H] 1.2.5), on a un isomorphisme canonique 
dans D+(Mod(A)) 

(3.10.5) C',„t(G,M) ^ R+r(G, {MnUen)- 

3.11. Soient A un anneau, G et H deux groupes. Si M est un ^[GJ-module et N est un 
module, on designe par MMN \e A[G x iJ]-module de ^-module sous-jacent M (Si a N tel que pour 
tons {g,h) e G X H et {x, y) G M x N, on ait 

(3.11.1) {g,h)-{x^y) = ig-x)®{h-y). 

Si G et H sont profinis, si M est un ^-G-module discret et si N est un ^-iJ- module discret, MMN 
est alors un A-{G x i?)-module discret. 

Si G est un complexe de A[G]-modules et D est un complexe de A[i?]-modules, on designe par 
GMD le complexe simple associe au bicomplexe de A [Gx_ff] -modules defini par (m, n) C"'^MD^. 

Si X est un ^[G]-module cosimplicial et Y est un A[i?]-module cosimplicial, on designe par 
X mr \e A[G X iJ]-module 2-cosimplicial defini par (m,n) ^^ X™ Kl F", et par X M'^ Y le 
sous-objet diagonal A{X Kl Y) ([3^ . 
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3.12. Soient A un anneau topologique, G et H deux groupes profinis, M un A- G- module topolo- 
gique, N un A-TJ-module topologique. Avec les notations de l3.8l et l3.11[ pour tout n G N, on a un 
morphisme de A[G x i/]-modules 

(3.12.1) K"{G,M)^K"{H,N) ^ K"(G x H.MMN) 
defini pour G K"(G, M) et e K"(i7, N), par 

(3.12.2) Lp®%l)^ {{{go,hQ),...,{gn,K)) ^ ip{go, . . . , gn) ® i^QiQ, . . . ,hn)). 
On obtient ainsi un morphisme de A[G x -modules cosimpliciaux (13.61) 

(3.12.3) K'(G,M) M^K'{H,N) K'(G x H.MMN). 
On en deduit un morphisme de A-modules cosimphciaux 

(3.12.4) K*(G, M)^ ®^ K'(iJ, N)" -s- K'(G x i?, A/ K N)^"^" . 

Prenant les complexes de cochaines associes et composant avec la fleche p.7.ip . on obtient un 
morphisme de complexes de A-modules p.8.6p 

(3.12.5) C',„t(G, M) ®A Cl^AH, N) ^ C-„„t(G x H, M K N). 
Celui-ci induit pour tons entiers m, n > 0, le cross-produit 

(3.12.6) UTontiG,M)®AKont{H,N)^RTott^iGxH,M^N), x^y^xxy. 

Les morphismes p.l2.3p , p.l2.5p et ()3.12.6p sont fonctoriels contravariants en G et et covariants 
en M et N. 

3.13. Conservons les hypotheses de p.l2p . supposons de plus G = H. Composant le morphisme 
p.l2.5p avec le morphisme 

(3.13.1) C:„„t(G X G, M H TV) ~> C'„„t(G, M ® N) 

induit par I'homomorphisme diagonal G G x G, on obtient un morphisme de complexes de 
A-modules 

(3.13.2) C-„,t(G, M) ®A C-ont(G, N) C'„„t(G, M®N). 
Celui-ci induit pour tons entiers m, n > 0, le cup-produit 

(3.13.3) H^'^„,(G,M)®^H^„„t(G,iV)->H™+"(G,M®^iV), x<E>y^xUy. 

Les morphismes (|3. 13.21) et p.l3.3p sont fonctoriels contravariants en G et covariants en M et N. 
Remarque 3.14. Sous les hypotheses de p.l2p . pour tons m, n > 0, le diagramme 

(3.14.1) H^ont(G,M) ®A H'^ontiH.N) 

RTontiG X H, M) ®A H^,„,(G X H, N) H™+"(G xH^MMN) 

oil TTi : G X — ^ G et 7r2 : G x H ^ H sont les projections canoniques, est commutatif. Ceci resulte 
du caractere fonctoriel du cross-produit et du fait que le compose 

(3.14.2) G X H ^-^{G X H) X {G X Hf-^^G X H , 
ou S est I'homomorphisme diagonal, est I'identite. 
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Lemme 3.15. Soient A un anneau, G un groupe profini, M un A-G-module discret, N un A- 
module plat. On a alors un isomorphisme canonique bifonctoriel de D+(Mod(^)) 

(3.15.1) RT{G,M)(g)\N ^RT{G,M (g)AN). 
Montrons d'abord que pour tout entier q > 0, on a un isomorphisme 

(3.15.2) W{G, M) ®aN ^ H«(G, M ®a N). 
On a un isomorphisme canonique 

(3.15.3) H«(G, M) ^ Uni H«(G/i7, M"), 

H 

ou H parcourt I'ensemble des sous-groupes ouverts distingues de G ; et de meme pour M ^a N. 
D'autre part, N etant ^-plat, pour tout sous-groupe H de G, le morphisme canonique 

(3.15.4) M" (1)aN ^ {M (g)AN)" 

est un isomorphisme. On pent done se reduire au cas oii G est fini. Soit 

(3.15.5) > P,-i > Pa^Z^O 

una resolution du Z[G]-module Z par des Z[G]-modules fibres de type fini. Pour tout i > 0, le 
morphisme canonique 

(3.15.6) Homz[G](P,, M) (giA N Homz[G](^«, M ®a N) 

est alors un isomorphisme ; d'oii I'assertion recherchee puisquc H* (G, M) est la coliomologie du 
complexe de cochaines }iomi[Q-^{P,, M). 

Avec les notations de 13.81 le complexe K{G,M) (E)a N est une resolution de M (E)a N par des 
A-G- modules discret et G-acycliques en vertu de p.l5.2|) . Par ailleurs, le morphisme canonique 

(3.15.7) C*{G,M) (SaN ^ {K{G,M) (®ANf 
est un isomorphisme d'apres p.l5.4|) ; d'ou la proposition. 

Lemme 3.16. Soit A un anneau de Dedekind, G un groupe profini, M un A-G-module discret, 
G-acyclique et plat en tant que A-module, N un A-module. Alors M ®a N est G-acyclique et le 
morphisme canonique 

(3.16.1) M^®AN^{M®ANf 
est un isomorphisme. 

En effet, on pent se bonier au cas ou N est de type fini ([3. VI 5.3). II existe alors deux A- 
modules projectifs de type fini A^i et N2 et une suite exacte ^ N2 ^ Ni N ^ Q. On se reduit 
ainsi au cas oii N est projectif de type fini, et meme au cas ou N est libre de type fini, auquel cas 
la proposition est immediate. 

Lemme 3.17. Soient A un anneau de Dedekind, G et D deux complexes de A-modules tels que 
D soit A-plat (i.e., toutes ses composantes sont A-plates). Si G ou D est acyclique, il en est de 
meme de G ®a D ■ 

Cela resulte de la formule de Kiinneth ([9] §4.7 theo. 3). 

Lemme 3.18. Soient A un anneau de Dedekind, G , G' et D des complexes de A-modules, u: G 
G' un quasi-isomorphisme. Si D est A-plat ou si G et G' sont A-plats, alors u®\.d: G ®a D — >■ 
G' ®A D est un quasi-isomorphisme. 

Cela resulte de lXTTl et ([91 §4.3 lem. 2). 
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3.19. Soient A un anneau de Dedekind, G et H deux groupes profinis, M un A-G-module discret 
tel que le A-module sous-jacent soit plat, N un A-_ff-inodule discret. Comme le coinplexe K*{G, M) 
est A-plat (in;!]), K'(G, A/) M k*{H,N) ([XTT|l est une resolution de M Kl N par des A-{G x H)- 
modules discrets et (G x i?)-acycliques, en vertu de l3.4[[XT51l3.16l et l3.18l C'est aussi une resolution 
acyclique de M Kl N pour le foncteur p.3.1|) 

(3.19.1) r(ff, -) : Rep^''''=(G x ff) -> Rep^''''=(G), L ^ L" , 
d'apres [3.151 et (j3.3.2p . On a un isomorphisme canonique 

(3.19.2) K''{G,M)®aC'{H,N) ^ {K'{G,M)®aK'{H,N))". 
Par ailleurs. le morphisme canonique 

(3.19.3) M(Sa C'{H,N) ^ K'(G,M) 0^ C'{H,N) 

est un quasi-isomorphisme (|3.18l) ; K'(G, M)(S^aC'{H, N) est un complexe de A-G-modules discrets 
et G-acycliques, et le morphisme canonique 

(3.19.4) C'{G,M)®aC'{H,N) {K'{G,M)^AC'{H,N)f 

est un isomorphisme d'apres [3.161 Par suite, le morphisme canonique (j3.12.5p 

(3.19.5) C*(G, M) (E)A C'{H, N) C'{G xH.MM N) 

est un quasi-isomorphisme. Le compose de (|3.19.5p et de I'inverse de p.l9.4p . induit alors un 
isomorphisme de D+(Mod(A)) 

(3.19.6) Rr(G, M ®\ RT{H, N)) ^ RT{G x H, M M N). 
On en deduit, compte tenu de p.lS.ip . un isomorphisme de D+(Mod(A)) 

(3.19.7) Rr(G, Rr{H, M K N)) ^ Rr(G x H,M^ N). 
Celui-ci est egal a I'isomorphisme p.4.ip . 

Lemme 3.20. Soient G un groupe profini isomorphe a Zp, 7 un generateur topologique de G, A 
un anneau, M un A-G-module discret dont tous les elements sont de torsion p-primaire. On a 
alors une suite exacte de A-G-modules discrets 

(3.20.1) — y M ^ lndA,G{M) -% lndA,G{M) — > 0, 

ou pour tous X e M, f e IndA.ciM) et g eG, on a e{x){g) ^ g-x et d^{f){g) = ^f{'J^^g)~f{g)- 

II n'y a que la surjectivite de d-y qui necessite une preuve. Soit f : G M une application 
continue. Comme G est compact, il existe un entier n > tel que / se factorise a travers G/jP"^p, 
que p"'f{G) = et que pour tout x G f{G), on ait 7^"" ■ x = x. On designe par h: Z>o — > M 
I'application definie pour tout a £ Z>o, par 

a 

(3.20.2) %) = -^7"-*-/(7^)- 

i=l 

Celle-ci se factorise a travers Z/p^"Z. Composant avec I'homomorphisme surjectif G Z/p^"Z 
qui envoie 7 sur la classe de 1, on obtient une application continue h: G M telle que d-y{h) = f. 

Lemme 3.21. Conservons les hypotheses de (j3.20p . notons de plus 
(3.21.1) dM-M^R\G,M) 
le morphisme bord de la suite exacte (|3.20.ip . Alors : 
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(i) Pour tout X G M , il existe un et un unique homomorphisme croise continu Vx-G-^ M tel 
que I'xil) = 2^- 

(ii) Pour tout x € M, la classe de dans H^(G,M) est egale a ~dM{x). 

(i) En effet, supposons qu'un tel homomorphisme croise continu existe. Pour tout entier 
a > 1, on a alors 

(3.21.2) i/,(7") = (7''-i + -.- + l)-x. 

Soit n un entier > tel que p"x = et 7^" ■ x — x. Pour tout g £ G, on a 

(3.21.3) my'" 9) = .9 • i^Ai^'l + ^xig) = Mg)- 

Par continuite, se factorise done a travers I'homomorphisme canonique G Gj^^ ^p. Par 
ailleurs. I'application 

(3.21.4) Z>o M, a ^ (7'^-^ + ■ • • + 1) • a;, 

se factorise a travers 'L/p^^'L. Composant avec I'homomorphisme surjectif G — > Z/p^"Z qui envoie 
7 sur la classe de 1, on obtient un homomorphisme croise continu de G a valeur dans M; d'ou 
I'assertion. 

(ii) En effet, pour tout g £ G, on a (|3.20.ip 

(3.21.5) d^{vx){g) = 7 • ^xil^^g) - Vx{g) = -^xil) = -x- 

Lemme 3.22. Soient G un groupe profini isomorphe a Zp, 7 un generateur topologique de G, A 
un anneau de torsion p-primaire, M un A-G -module discret, x £ M'^ . On a alors 

(3.22.1) 5Af(x) =9a(1)Ux, 

oil Om est le morphisme bord de la suite exacte (j3.20.ip et U est le cup-produit. 

Cela resulte de 13.211 En effet, notons : G ^> M et /^i : G — > A les homomorphismes croises 
continus tels que Vxi'y) = a; et fiiij) — 1. Pour tout entier a > 1, on a i'x{'y°') — ax — fii{-^°')x 
d'apres (j3.21.2p . On en deduit que I'xig) — l^i{g)x pour tout g £ G : d'ou la proposition. 

Proposition 3.23 ([42J 1.3.2). Soit n un entier > 1, et pour tout entier 1 < i < ri, soient Gi un 
groupe profini isomorphe a Zp, 7^ un generateur topologique de G,;. Posons G — Y[7=i ^i- Soient 
A un anneau, M un A-G-module discret dont tous les elements sont de torsion p-primaire. On 
definit par recurrence, pour tout entier < i < n, un complexe de A-G-modules discrets K' en 
posant K' = M[0] et pour tout 1 < i < n, K* est la fibre du morphisme 7^ — 1 : K*_^ — > K'_^. II 
existe alors un isomorphisme canonique dans D+(Mod(A)) 

(3.23.1) RT{G,M)^K'^. 

Pour tout entier < j < rt, on pose G<j = ni<j<j G>j = nj<j<n ^i- Montrons par re- 

currence que pour tout entier < j < n, on a un isomorphisme canonique dans D+(RepJ^"''^(G>j)) 

(3.23.2) Rr(G<j,M) ^ if*. 

L'assertion est immediate pour j = 0. Supposons I'assertion etablie pour un entier < j < n — 1. 
Notons IndA,Gj+i{Kj) I'image du complexe K* par le foncteur IndA,Gj+i (|3.2.2[) . On Ic munit dc 
Paction de G>j deflnie pour tous q £ Z, f £ Ind^.Gj+i (-f^J)j S — (50)5i) G G>j — Gj+i x G>j-|-i 
et x £ Gj+i, par 

(3.23.3) {g-f){x)^gi-f{x-go)£K]. 
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II resulte aussitot de 13.201 qu'on a une suite exacte de complexes de Rep^""^(G>j) 
(3.23.4) K; IndA,G,+i (K') IndA,G,+i (K') ^ , 



ou pour tous g G Z, c e K'^, f £ Ind^ g^^^ (ifj) et x e G^+i, on 



a 



(3.23.5) 4(c) (a;) = x ■ c, 

(3.23.6) <+,(/)(2;) = 7,+i/(77+i^)-/(^)- 

D'apres I'hypothese de recurrence, on a done un triangle distingue dans D+(RepJ'''^(G>j)) 

(3.23.7) Rr(G<„ A/) Ind^,G,+i (K]) Ind^.G^+i (K') . 



J ■ 

Compte tenu de l3.2l et p.3.21) . pour tout entier q, le morphisme 

(3.23.8) ii';^r(G,+i,IndA,G,+i(^J)), u ^ [x ^ u) 
induit un isomorphisme de D+(Rep^''''^(G>j+i)) 

(3.23.9) K][0] ^RT{Gj+i,lndA,G,^^{K])). 

En vertu de I3.4| le triangle (|3.23.7p induit done un triangle distingue dans D+(Rep^''^'^(G>j+i)) 

(3.23.10) Rr(G<j+i,A/) ^K* ^-^^^^—^K*^^ ; 

d'oii la proposition. 

Corollaire 3.24. Pour tout entier d > 1, la p-dimension cohomologique du groupe profini est 
egale d d. 

En effet, pour tout Z-Zp-module discret de torsion p-primaire A/, le complexe K* qui lui est 
associe dans 13 .2^ est concentre en degres [0,d]. La p-dimension cohomologique du groupe profini Z^ 
est done inferieure ou egale a d en vertu de 13.231 et (|37j. I prop. 11). Pour le Z-Z^-module discret 
trivial Fp, le complexe associe K' est a differentielles nulles et H''(Zp, Fp) est done isomorphe a Fp 
p.23.ip ; d'oii la proposition. 

Corollaire 3.25. Soient n un entier > 1, G un groupe profini isomorphe d Zp, ei,...,e„ une 

"Lp-hase de G, A un anneau topologique, M un A-G-module topologique. Notons ip: G AutAiM) 
la representation de G sur M , Sa(G) I'algehre symetrique du A-module G (E)Zp A et le S^(G)- 
module dont le A-module sous-jacent est M et tel que pour tout 1 < i < n, I'action de Ci sur M 
soit donnee par ip{ei) — idM- Supposons que I'une des conditions suivantes soit remplie : 

(i) M est un A-G-module discret de torsion p-primaire. 

(ii) M est muni de la topologie p-adique et est complet et separe pour cette topologie. 
On a alors un isomorphisme canonique fonctoriel en M dans D+(Mod(A)) 

(3.25.1) C:,^,iG,M)^Kl^^a)iMn, 

oil le complexe de gauche est defini dans (|3.8p et celui de droite dans (|2.7.5p . 

Le cas (i) resulte de 13.231 et p.7.9[) . Considerons ensuite le cas (ii) et posons pour tout r > 0, 
Mr ~ AI/p^M. En vertu de (|3.10.5p . on a un isomorphisme canonique dans D+(Mod(A)) 

(3.25.2) C*„„t(G, M) ^ R+r(G, {AUUn)- 
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D'autre part, d'apres le cas (i), on a un systeme compatible d'isomorphismes dans D+(Mod(A)) 

(3.25.3) Rr{G,Mr) ^ K'^(g)(Af^/p''Ar). 

Comme pour tout entier n, le systeme projectif (Kg^|.g,^(Af'^/p''Af'^))r>o verifie la condition de 
Mittag-Leffler, on obtient, compte tenu de p.9.4p et p.l0.2p . un isomorphisme 

(3.25.4) C:„,t(G, M) ^ hm IK-^(g)(A^'MM')- 

La proposition s'ensuit car IKg^^g,^ {M'^) est complet et separe pour la topologie p-adique pour tout 
entier n. 

Remarque 3.26. Conservons les hypotheses de l3.25l D'aDres [2.8.111 le SA(G)-module M'^ corres- 
pond a un A-champ de Higgs 9 sur M a coefficients dans Homz(G, A), et le complexe Kg^(.g,^(Af^) 
s'identifie au complexe de Dolbeault de {M,9). 

3.27. Soient G un groupe profini isomorphe a Zp, 7 un generateur topologique de G, H un groupe 
profini, A un anneau de torsion p-primaire, M un A-_ff-module discret, que Ton considere aussi 
comme un A-{G x iJ)-module discret via la projection canonique G x H ^ H. On designe par 
IndA,G{C {H, M)) I'image du complexe de cochaines continues C*{H,M) p.Sp par le foncteur 
lndA,G (|3.2.2p . On munit C'{H,M) de Taction triviale de G. D'apres [3.201 on a une suite exacte 
de complexes de Rep^'*'''(G) 

(3.27.1) C'{H,M) A lndA^G{C*{H,M)) ^ IndA,G(C*(iJ, Af)) — ^ 0, 
ou pour tons g e Z, c £ C«(i/, Af), / e IndA,G(C«(ff, M)) et a; e G, on a 

(3.27.2) e'^(c)(x) = 

(3.27.3) d^(/)(a^) = ^f{^-^x)~ f{x). 
Pour tout entier g > 0, induit un isomorphisme de D+(j4) 

(3.27.4) C«(i7,Af)[0] ^ Rr(G, IndA,G(C''(iJ, Af))). 

En vertu de 13.41 (|3.27.1I1 induit done un triangle distingue dans D+(Mod(A)) 

(3.27.5) Rr(GxiJ,A/) ^ C'{H,M) G'{H,M) , 

ou est le morphisme nul. On en deduit pour tout entier n > 0, une suite exacte 

(3.27.6) — > ir'-^H,M) ^ H"(G x H,M) H"(H, Af) — > 0. 
Par ailleurs. toujours d'apres l3.20i on a une suite exacte canonique p.20.1[) 

(3.27.7) 0^ A^ IndA,G(^) IndA,G(^) ^ 0. 
EUe induit un isomorphisme 

(3.27.8) dA-. A^ll^{G,A). 

Proposition 3.28. Les hypotheses etant celles de ()3.27p . soit de plus n un entier > 0. Alors : 

(i) /3„ est le morphisme de restriction relativement a I'injection canonique H G x H . 

(ii) Pour tout x G H"-i(if, Af ), on a 

(3.28.1) anix) = 9a(1) x x, 

ou le cross-produit est defini dans p.l2.6p . 
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Notons T<nC*{H,M) la filtration canonique de C'{H,M) ([13] 1.4.6). D'apres K2U\ on a un 
diagramme commutatif de complexes de Rep^"^'^(G) 
(3.28.2) 



0- 



T<„C'(i/,M) 



0- 



■H"(iJ,M)[-n] 



-lndA,G{T<nG'{H,M)) 

IndA,G(«7i) 

IndA,G(H"(i/,M))[-n] 



^ lndAMr<nC'{H,M)) ^ 

IndA,G(«n) 

^ IndA,G(H"(i?, M))[~n] ^ 

ou Un est le morpliisme canonique et les lignes horizontales sont les suites exactes definies comme 
dans p.27.ip . En fait, le foncteur Ind^.c etant exact, la ligne horizontale superieure se deduit de 
la suite exacte (|3.27.ip en appliquant le foncteur t<„. 

(i) On a clairement /3„ = H"(G, Indyi,G(itn) ° i^n)- Compte tenu de (|3.28.2p . on en deduit que 
Pn = H"(G', u„). La proposition resulte done de l3.5l 

(ii) II resulte par recurrence de l3.24l aue pour tout entier i > 2, on a 

(3.28.3) H"(G,T<„_,C'(i/,Af)) = 0. 
Par suite, le morphisme canonique 

(3.28.4) H"(G,r<„_iC'(iI,M)) ^Hi(G,H"-i(iJ,M)) 

est un isomorphisme. On en deduit, compte tenu de (|3.4.ip . un morphisme canonique 

(3.28.5) Vn ■■ Hi(G, H"-i(i?, M)) H"(G x H, M). 
Considerons par ailleurs le diagramme commutatif 

5<„ 



(3.28.6) 



IndA,G(T<„-iC'(iI,M)) 



IndA,G("ii-l) 



T<n-iG*{H,M)[l] 



IndA,G(H""i(iJ, M))[-n + 1] — ^ H"-i(iJ, M)[-n + 2] 
induit par le diagramme p.28.2p (pour n — 1 au lieu de n) . Posons 

(3.28.7) 9„_i -H"-i(G,<5„_i): H"-i(i/, A/) -> h1(G, H"-i(ff, M)), 
qui est en fait un isomorphisme. Comme p.28.41) est un isomorphisme, on a 

(3.28.8) an = Vn O H"-1(G, W„_i[l] O S<n-l) = Vn O dn-1. 

D'apres [XH pour tout x G H"-i(i/, A/), on a 

(3.28.9) dn-i{x)^dA{l)Ux. 
II suffit done de montrer que le diagramme 

(3.28.10) RHG,A)(E,a}1''-\H,M) 



H"(G X H,M) 



U\G,W'-\H,M)) 




on le cup-produit de gauche est defini dans (|3. 13.31) et le cross-produit de droite est defini dans 
(|3.12.6p est commutatif. D'apres 13. 25[ on a un isomorphisme canonique 



(3.28.11) 



az,: Zp ^Hi(G,Zp), 
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compatible avec Tisomorphisme Oa (|3.27.8p via I'liomoniorphisme canonique Zp — > A. II sufSt 
encore de montrer que le diagramme 

(3.28.12) Hi(G,Zp)®z, H"-i(i/,Af) 

u 

Hi(G,H"-i(iJ, M))— ^H"(G X H,M) 

est commutatif. D'apres [3.191 on a un isomorphisme canonique de D+(Mod(yl)) 

(3.28.13) Rr(G,r<„_iC*(i/,A/)) 4 C*(G,Zp) t<„_iC*(H, M), 

et compte tenu de p.28.4p . le inorphisine Vn s'obtient en appliquant le foncteur H" an morphisme 

(3.28.14) C*(G,Zp) r<„_iC*(i/,M) ^ C'(G x H,M) 
deduit de (|3.12.5p ; d'ou la commutativite de p.28.12p . 

Remarque 3.29. La proposition 13.281 fournit une "formule de Kiinneth" pour la cohomologie de 
produits de groupes profinis a valeurs dans certains modules discrets que nous n'avons pu trouver 
dans la litterature. Nous n'avons traite qu'un cas simple, le seul necessaire pour la suite de ce 
travail, ou I'un des groupes est Zp. Pour le cas general, on trouvera dans |31) un enonce plus faible 
dans lequel la compatibilite avec le cross-produit n'est pas abordee. 

Proposition 3.30. Soient A une Zp-algebre complete et separee pour la topologie p-adique, d un 
entier > 1. II existe alors un et un unique isomorphisme de A-algebres graduees 

(3.30.1) A (Hi,„,(Z^, A)) ^ ®„>oH^Vt(Zp,^), 

le but etant muni du cup-produit, dont la composante de degre 1 est I'identite. 

Considerons d'abord le cas ou A est de torsion p-primaire. Procedons par recurrence sur d. Le 
cas d = 1 est immediat compte tenu de 13.241 et de 1' isomorphisme canonique A ^ HJqjj(.(Zp, A). 
Supposons c? > 2 et I'enonce etabli pour d — L Posons G = lip et H = 1'p~^- H resulte de 13.281 et 
13.141 que le cross-produit (|3.12.6p induit un isomorphisme de A-algebres graduees 

(3.30.2) (A©Hi(G,A))f0^(©„>oH"(i/,A)) ^©„>oH"(Gxi/,A), 

ou le symbole ^(E)a designe le produit tensoriel gauche (cf. [8] III § 4.7 remarques page 49). L'as- 
sertion recherchee s'ensuit compte tenu de I'hypothese de recurrence. On notera par ailleurs qu'on 
a un isomorphisme canonique A"^ —t- A). 

Considerons ensuite le cas general. II resulte de ce qui precede que pour tout entier n > 0, le 
systeme projectif {W-{Zp,A/p'^A))reti verifie la condition de Mittag-Leffler. En vertu de p.l0.2p . 
p.l0.4p et (|3.10.5p . le morphisme canonique 

(3.30.3) H^ont(Zp, A) ^ hm H"(Z^, A/p^A) 

r>0 

est done un isomorphisme. La proposition se deduit alors du cas deja demontre. 

3.31. Soit G un groupe profini. Un G-ensemble est un espace topologique discret muni d'une 
action continue de G. Les G-ensembles ferment naturellement une categoric. Un G-groupe M est 
un groupe de cette categoric. On lui associe son sous-groupe des G-invariants Il'^(G, M) — M'^ et 
son premier ensemble de cohomologie H^(G, M) ; on renvoie a ([37] I §5) pour la definition et les 
principales proprietes de cet ensemble pointe. 
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3.32. Soient G un groupe profini, A un anneau muni de la topologie discrete et d'une action 
continue de G, M un ^-module libre de rang r > 1, muni de la topologie discrete, (ei,...,er) 
une base de M sur A. On note Matr(A) la A-algebre des matrices carrees de taille r a coefficients 
dans A et GLr(A) le groupe des elements inversibles de Matr(A). On observera que GL,.(A) 
est naturellement un G-groupe. La donnee d'une A-representation continue p de G sur M est 
equivalente a la donnee pour tout g € G d'un element Ug de GLj.{A) tel que I'application g ^ Ug 
soit continue et que pour tout g, ft, G G, on ait 

(3.32.f) UgH^Ug-3Uh. 

La matrice Ug exprime alors les coordonnees des vecteurs ei, . . . , dans la base (/(ei), . . . ,g{er). 
Un changement de la base {ei)i<ci<r change le cocycle g i— ^ Ug en un cocycle cohomologue. L'ap- 
plication qui a p associe la classe [p] du cocycle g ^ Ug dans H^(G, GLr(A)) est une bijection de 
Tensemble des classes d'isomorphismes de ^-representations continues de G sur M, dans I'ensemble 
H^(G, GLr(A)). La ^-representation de G sur M qui fixe les {ei)i<i<r correspond a I'element dis- 
tingue de Hi(G, Ghr{A)). 

Soient a G A^ tel que a soit nilpotent dans A. p une A-representation de G sur M telle 
que p{g){ei) — ei ^ aM pour tous gGGetl<i<r. Alors le cocycle g i-^ Ug defini ci- 
dessus prend ses valeurs dans le sous-groupe idr -f- aMatr{A) de GLr{A). Si on change la base 
(ei)i<i<r en une base {e'^)l<i<r telle que e'^ — Ci G aM pour tout 1 < i < r, le cocycle g ^ Ug 
se transforme en un cocycle cohomologue dans id^ -I- aMatr(A). L'application qui a p associe la 
classe [p] du cocycle g ^ Ug dans H-'^(G, id^ 4-aMatr(A)) est une bijection de I'ensemble des classes 
d'isomorphismes de ^-representations continues de G sur M qui fixent modulo aM pour tout 
1 <i < r. modulo les isomorphismes qui fixent modulo aM pour tout 1 < i < r, dans I'ensemble 
Hi(G,id^ -f aMat^(A)). 

3.33. Soient G un groupe profini, A un anneau muni d'une action de G, a G A*^, m,n,q,r des 
entiers > 1 tels que q>n>metm + n>q. Supposons que Paction de G sur A soit continue 
pour la topologie a-adique et que la multiplication par a" dans A induise un isomorphisme 

(3.33.1) A/a'^-^'A ^ a" A/a" A. 

La seconde condition est remplie par exemple si a n'est pas un diviseur dans A. Considerons la 
suite exacte canonique de G-groupes 

(3.33.2) 1 ^ id^ -I- a"Mat^(A/a«A) ^ id^ -I- a™Mat^(A/aM) ^ id^ + a™Mat^(A/a"A) ^ 1. 

Alors idr + a^Ma.tr{A/a''A) est contenu dans le centre de idr + a™'Mair{A/a''A). D'autre part, 
d'apres (j3.33.ip . on a un isomorphisme canonique de G-groupes abeliens 

(3.33.3) Mat^(A/a9-"A) ^ id^ -I- a"Mat^(A/a«A). 
D'apres ( |37j I prop. 43), on a une suite exacte canonique d'ensembles pointes 

(3.33.4) Hi(G,Mat^(A/a''-"A)) h1(G, id^ + a"Mat^(A/a«A)) — > 

il\G,idr + a"'Ma.tr{A/a"A)) A H2(G, Mat^(A/a«""A)). 

3.34. Conservons les hypotheses de p.33p . soient de plus N un (A/a''A)-module libre de rang r, 
fi, . . . , fr une base de A^, p, p' deux representations continues de G sur N (muni de la topologie 
discrete) telles que p{g){fi) — fi & a™N et p'{g){fi) - fi & a™N pour tous 5 G G et 1 < i < r. 
Notons g t—^ Vg et g t—^ Vg les cocycles de G a valeurs dans id^ -I- a™Matr(A/a^A) associes a A^ et 
A^', respectivement, par le choix de la base {fi)i<i<d- En vertu de p.33.4p et (^37j I prop. 42), les 
conditions suivantes sont equivalentes : 
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(i) II existe un automorphisme ^-lineaire 

(3.34.1) u: N/aJ^N ^ N/a^'N 

tel que u o p(g) — p'{g) o u pour tout g G G et que u{fi) — fi € aJ^N pour tout 1 < i < r. 

(ii) II existe un cocycle g M- Wg de G a valeurs dans yiaXr{A/ a'^^'"- A) et une matrice U £ 
lAr + a'"Matr(A/a«^) tels que pour tout g G G, on ait p.33.3p 

(3.34.2) V;' = U-^{idr + a"Wg)y/C/. 

Nous dirons alors que p' est deduit de p par torsion par le cocycle g H> Wg. Deux cocycles coho- 
mologues definissent des representations isomorphes par un isomorphisme compatible a p.34.ip . 
Nous dirons alors aussi que p' est deduit de p par torsion par la classe c G II^(G, Matr(^/a'^~"A)) 
du cocycle g Wg. 

Solent n' ^m! ,q' des entiers > 1 tels que n > n' > m', m>m'>q — netq' = q — n + n'. 
Supposons que la multiplication par a" dans A induise un isomorphisme 

(3.34.3) A/a^'-'^'A ^ a!' Aja'^ A. 
On a alors un diagramme commutatif 

(3.34.4) Mat^(^/a«-"^) id.^ + a™Mat^(yl/aM) ^ id^ + a™Mat^(A/a"A) 

Mat^(A/a«'-"'A) *- idr + a™'Mat^(yl/a9'A) *- id^ + a"'Mat^(A/a"' A) 

oil les lignes correspondent aux suites exactes (|3.33.2p et a et /3 sont induits par les homomor- 
phismes de reduction Aja'^A Aja!^ A et AjdP'A Aja^ A. Par suite, si p' se deduit de p par 
torsion par une classe c G H^(G, Matr(A/a'~"yl)), la representation induite par p' sur N ja'^ N se 
deduit de celle induite par p sur N/a"^ N par torsion par la classe 

(3.34.5) a"-"' • c G H1(G, Mat^(^/a9'-"'A)). 

3.35. Conservons les hypotheses de p.33p . soient de plus AI un (yl/a"v4)-module libre de rang r, 
ei, . . . une base de M, p une representation continue de G sur M (muni de la topologie discrete) 
telle que p{g){ei) — G a^M pour tons g G G et tons 1 < i < r. On note g ^ Ug\e cocycle de 
G a valeurs dans id,- + a'"Matr.(yl/a"y4) associe a M par le choix de la base (ei)i<i<d, et [M] sa 
classe dans B^[G, idr + a™Mat,.(A/a"A)). En vertu de p.33.4p et (|37] I prop. 41), la classe 

(3.35.1) d{[M]) G H2(G,Mat,.(^/a«-'M)) 

est I'obstruction a relever M en une (v4/a'^)-representation continue de G dont le (yl/a''yl)-module 
sous-jacent est libre de type fini. 

Soient n' un entier tel que n > n' > m, q' ^ q — n + n' et que la multiplication par a" dans A 
induise un isomorphisme 

(3.35.2) A/a^'-'^'A ^ a"' A/a'^' A. 
On note 

(3.35.3) d': Il\G,idr + a"'MatriA/a''' A)) ^ H2(G, EndA(Af/a«'-"'M)) 
I'application bord definie comme dans (13.33. 4p . Par fonctorialite, on a 

(3.35.4) 9'([A//a"'M]) = a"-"'a([M]). 
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4. Sorites sur les objets a groupes d'operateurs 

4.1. On note Sch la categorie des schemas. On choisit un clivage normalise de la categoric des 
fleches de Sch VI §11), autrement dit, pour tout morphisme de schemas f:X' X, on 
choisit un foncteur de changement de base 

(4.1.1) /•: Sch/x ^Sch/x', Y^YxxX' 

tel que pour tout schema X. f ~ \dx implique /* = idsch/^- Pour tout schema X, on designe par 
^zar le topos dc Zariski de X et par 

(4.1.2) ipx ■■ Sch/x ^ X,ar, Y ^ Homx(-, Y) 
le foncteur canonique. 

Remarque 4.2. Si /: X' — X est un morphisme de schemas, le diagramme 

(4.2.1) Sch/x^^^zar 

/• /* 

ou les fleches horizontales sont les foncteurs canoniques ()4.1.2p , n'est pas commutatif en general. 
Toutefois, on a un morphisme canonique de foncteurs 

(4.2.2) roifx^^x'of. 

Si, de plus, / est une immersion ouverte, le morphisme (|4.2.2|) est un isomorphisme. En effet, tout 
ouvert de X' est un ouvert de X, et /* est le foncteur de restriction. Dans ce cas, le diagramme 
(|4.2.ip est done commutatif, a isomorphisme canonique pres. 

4.3. Soient X un schema, G un X-schema en groupes. Dans cet article, par G-fibre principal 
homogene sur X, on sous-entend un G-pseudo-torseur (a droite) de Sch/x- localement trivial pour 
la topologie de Zariski sur X {[22\ III 1.1.5). On designe par FPH(G/X) la categorie des G-fibres 
principaux homogenes sur X et par Tors(ipx{G), X^nr) la categorie des (^j(:(G)-torseurs (a droite) 
de X^ni ([22] III 1.4.1). Le foncteur (px (|4.1.2p induit un foncteur que Ton note aussi 

(4.3.1) (^x: FPH(G/X) ^Tors((^x(G),X,ar), Y^Romxi-.Y). 

Proposition 4.4. Soient X un schema, G un X-schema en groupes. Alors : 

(i) Le foncteur (|4.3.ip est pleinement fidele. 

(ii) Si, de plus, X est coherent (i.e., quasi-compact et quasi-separe) et que G est affine sur X, 
alors le foncteur (|4.3.ip est une equivalence de categories. 

(i) Soient Y, Z deux objets de FPH(G/X). On note IIomG(y, Z) I'ensemble des morphismes de 
Y dans Z dans FPH(G/X) et lloTa^^i^Q){Lpx{Y).tfx{Z)) I'ensemble des morphismes de Lpx{Y) 
dans (px{Z) dans Tors((/3x(G), X^ar)- Montrons que I'application 

(4.4.1) HomG(r,Z) ^Hom^,,(G)(^x(r),^x(Z)) 

induite par le foncteur ipx (|4.3.ip est bijective. Soit {Ui)iei un recouvrement ouvert de Zariski de 
X. Pour tout « e /, on pose Gi = G xxUi, Yi —Y xxUi ct Zi = Z xxUi. Pour tout (i.j) e P, on 
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pose Uij = UiCl Uj , Gij — G xx Uij ,Yij ^ Y xx Uij et Zij ~ Z xx Uij . On a alors un diagramme 
commutatif d'applications d'ensembles 

(4.4.2) HoniG(r, Z) Rom^^^G){vx{Y), ^x{Z)) 

Yl.ei Home. (F,, Z,) JJ^ei ^om^^^cMv^xiY,), Vx{Z,)) 



Y\{^,0)&I^ HoniG,^ {Yij,Z,j) ^ ^Om^^^G,,){Vx{y^]),Vx{Z^J)) 

ou les fleches horizontales sont induites par le foncteur (|4.3.ip et les fleches verticales sont definies 
par restriction (|4.2p . Les colonnes verticales etant clairement exactes, on peut se borner au cas ou 
y = G. La source et le but de I'application (|4.4.ip s'identifient alors a I'ensemble Honix -Z^) , 
d'ou I'assertion. 

(ii) II suffit de montrer que le foncteur en question est essentiellement surjectif. Soient F un 
objet de Tors((/3j(:(G), X^ar), {Ui)iei un recouvrement de X par des ouverts affines tel que pour 
tout i e J, F\Ui soit trivial. Posons X' = U^g/C/,, X" = X'xxX', G' ^GxxX' et G" ^GxxX" 
et notons /: X' X \e morpliisme canonique et pr]^,pr2: X" — > X' les projections canoniques. 
Comme X est quasi-compact, on peut supposer / fini. Conime X est quasi-separe, / est alors 
quasi-compact. On a un isomorphisme tpx'{G') —> f*{F) de Tors{(px'{G'),X^^^). La donnee de 
descente canonique sur f*{F) induit une donnee de descente sur ipx'{G') relativement a / (en tant 
que tpx'{G')-toT&e\n: de X'^^^), c'est-a-dire un isomorphisme de 'ToYs{ipx" {G") , X'J^^^) 

(4.4.3) ^: w*i{vx'{G')) ^ pr*,ivx'{G')) 

verifiant une relation de cocycles. On notera que pTl{ipx'{G')) et pi2{fx'iG')) sont canoniquement 
isomorphes a (px"{G") (|4.2p et que ip est en general different de la donnee de descente triviale 
(induite par ipx{G)). Compte tenu de (i), ijj induit une donnee de descente sur G' relativement a / 
(en tant que G'-fibre principal homogene sur X'), c'est-a-dire un isomorphisme de FPH(G"/X") 

(4.4.4) ^: prI(G')^pr^(G'), 

verifiant une relation de cocycles. En vertu de ([53] VIII 2.1), il existe un G-fibre principal homogene 
Y sur X qui correspond a ip. Comme le G-torseur ipx (Y) de X^^r correspond a la donnee de descente 
ip, il existe alors un isomorphisme (px{Y) F de Tors{(px{G), X^ar), d'ou I'assertion. 

4.5. Soient f : X' X mi morphisme de schemas, T un ^x-module, .if un T-torseur de X^nr- 
Dans la suite, nous utilisons pour les ^^j^-modules la notation pour designer I'image inverse 
au sens des faisceaux abeliens et nous reservons la notation /* pour I'image inverse au sens des 
modules. On appelle image inverse ajfine de ^ par /, et Ton note f^{J^), le /*(T)-torseur de 
X'^^^ deduit du /^^(T)-torseur /*(Jf ) par extension de son groupe structural par I'homomorphisme 
canonique /-^(T) ^ /*(T) : 

(4.5.1) /+(^)-r(^)A^"'(T)r(T), 

autrement dit, le quotient de /*(if) x /*(T) par Taction diagonale de /"^(T) ([H] III f .4.6). Soient 
T' un ^x-module, un T'-torseur de X^ar, m: T — >■ T' un morphisme ^x-lineaire, u: — 
un morphisme u-equivariant de X^^x- D'apres f |22) III 1.3.6), il existe un et un unique morphisme 
/* (u)-equivariant 

(4.5.2) f+{v): f+{^)^ f+{^') 
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qui s'insere dans le diagramme commutatif 

(4.5.3) /*(^) -^^/*(if') 



f+(v) 

/+(^) — /+(^') 

ou les fleches verticales sont les morphismes canoniques. La correspondance ainsi definie (T, ^) M- 
(/*(T), /^(^)) est un foncteur de la categorie des torseurs de Xzar sous un ^x-module dans la 
categorie des torseurs de X^^r sous un -module. 

Soient g: X" — >■ X' un morphisme de schemas, h ~ f ° 9 - X" — s> X. On a un isomorphisme 
canonique de foncteurs 

(4.5.4) h*^g*of*. 

Comme g* commute aux limites inductives, on a un isomorphisme canonique 

(4.5.5) ff*(/+(^)) ^ g*(r (^)) A'^'m g-i(/*(T)). 

Compte tenu de ([22] III 1.3.5), celui-ci induit un isomorphisme /i*(T)-equivariant canonique 

(4.5.6) 5+(/+(=^)) ^ h+i^). 

On verifie aussitot que cet isomorphisme est fonctoriel et qu'il verifie une relation de cocycles du 
type (|t23j VI 7.4 B)) pour la composition de trois morphismes de schemas. 

4.6. Soient f : X' ^ X nii morphisme de schemas, T un -module localement libre de type 
fini, O = Jfom^^(T, ^x) son dual, T = Spec(S^x(^)) 1^ X-fibre correspondant, L un T-fibre 
principal homogene sur X. On a un diagramme commutatif de morphismes de groupes de X^^^ 

(4.6.1) /-i(T)^^/*(^x(T)) 



/*(T)^l^(^x'(TxxX') 

ou la fleche verticale de droite est le morphisme (|4.2.2p et les autres fleches sont les morphismes 
canoniques. Par ailleurs, on a un morphisme canonique /^^(T)-cquivariant (|4.2.2p 

(4.6.2) r((^x(L))^(^x'(Lxx^')- 
D'apres ([22j III 1.3.6), celui-ci induit un isomorphisme de /*(T)-torseurs 

(4.6.3) f+{ipx(L))^ipx'(LxxX'). 

4.7. Soient X un schema, T un ^x-module localement libre de type fini, D, = Jif omff^{T, Gx) 
son dual, S£ un T-torseur de Xzar- On appelle fonction affine sur S£ la donnee d'un morphisme 
/ : ^ — > 6x de X^ar verifiant les conditions equivalentes suivantes : 

(i) pour tout ouvert U de X et tout s e ££{U\ I'application 

(4.7.1) T(U)^0xiU), f{s + t)^ f{s) 
est ffx{U)-\mea.iie. 

(ii) il existe une section uj G Q{X), dite terme lineaire de /, telle que pour tout ouvert U de X 
et tons s e if (C/) et t G T(;7), on ait 

(4.7.2) f{s + t)^ f{s)+u{t). 
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On dit alors aussi que le morphisme / est affine. En effet, (ii) implique clairement (i). Inversement, 
supposons la condition (i) remplie. Soit (Ui)i^i un recouvrement ouvert de X tel que pour tout 
i G /, il existe Si G ^{Ui). II existe alors uji S ^{Ui) tel que pour tout ouvert U de Ui et tout 

t e T{U), on ait 

(4.7.3) f{s^+t) fis,)+Lu,{t) e ffx{U). 

Pour tout G P, soit t^j G T{Ui n Uj) tel que Si .s^ + t^j G J^{Ui fl 17,). Pour tout ouvert U 

de Ui n C/j et tout t G T([/), on a 

/(S,)+W,(t) = /(S, + t) = /(.Sj + + t) 

(4.7.4) = /(s,) + c^,(i,,) + LOj{t) = /(s,) + Lo,{t) G ^x((7). 

On a done LOi \ UiDUj = ujj \ UiDUj . Par suite, les sections {uJi)i^i se recollent et definissent une section 
w G n{X). Soient [/ un ouvert de X, s G ^{U), t G T(C/). Montrons que /(s + t) = f{s) + uj{t). 
On pent supposer qu'il existe i G / tel que U C Ui. Soit t' G T(C/) tel que s = + 1'. On a alors 

(4.7.5) f{s + t) = f{s, + t' + t)^ f{s,) + uj{t') + uj{t) = f{s) + uj{t). 

Remarque 4.8. La condition 14.7( 11) revient a dire qu'il existe w G Q.{X) tel que / soit T- 
equivariant lorsque Ton munit ffx de la structure de T-objet definie par w, plus precisement, 
par le morphisme 

(4.8.1) Txffx^^x, {t,x)^uj{t)+x. 

4.9. Soient X un schema, T un ^x-module localement libre de type fini, J7 = Jfom^x(T, ^x) 
son dual, ^ un T-torseur de X-^^x- La condition 14.7( 1) etant clairement locale pour la topologie 
de Zariski sur X, on designe par ^ le sous-faisceau de J^omx^„ (-Sf , ^x) forme des fonctions 
affines sur .if, autrement dit, pour tout ouvert U de X, ^(U) est I'ensemble des fonctions afhnes 
sur ^\U. On appelle le faisceau des fonctions affines sur ^ . II est naturellement muni d'une 
structure de ^x-uiodule. On a un morphisme ^x-liueaire canonique c: (?x — > dont I'image est 
formee des fonctions constantes. Le "terme lineaire" definit un morphisme ^x-liueaire v. ^ — )■ f2. 
On verifie que la suite 

(4.9.1) — > &x ^ ^ — >Q 

est exacte; pour ce faire, on pent supposer .if trivial. D'apres (t29j I 4.3.1.7), cette suite induit 
pour tout entier n>l, une suite exacte (I2.5P 

(4.9.2) ^ s^;i (^) ^ s^^ (^) ^ s^^ m ^ 0. 

Les ^x-urodules (S^^(^))„gN torment done un systeme inductif filtrant, dont la limite inductive 

(4.9.3) "^^limS^^Cj?) 

est naturellement munie d'une structure de ^x-algebre. Pour tout entier n > 0, le morphisme 
canonique S^^ (^) — > est injectif. On notera que pour toute €^x-algebre !3§ , s\ u: ."^ ^ 3§ est 
un morphisme ^^x-Hneaire tel que uo c soit I'homomorphisme structural, 11 existe un et un unique 
homomorphisme de ^^x-algebres ^ Si qui prolonge u. 
II existe un et un unique homomorphisme de ^^x-algebres 

(4.9.4) ^Ji■.^ 

tel que pour toute section locale x de ^ , on ait 

(4.9.5) ii{x) = v{x) ®l + l®x. 
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Notons T = Spec(S£?^ (51)) le X-fibre vectoriel associe a Jl et posons 

(4.9.6) L = SpecC^). 
On a un isomorphisme canonique de groupes de X^ar 

(4.9.7) T^^xiT). 

Pour tout s G ^{X), le morphisme ps'- ^ 0x qui a toute section locale f de ^ associe /(s), 
est un scindage de la suite exacte (j4.9.ip . Celui-ci se prolonge en un et un unique homomorphisme 
de ^jsf-algebres Qs'. ^ ^ Gx, qui induit une section Os G L(-^)- La correspondance definit 
un morphisme de X^^x 

(4.9.8) ^ (y5x(L). 

Proposition 4.10. Sous les hypotheses de (|4.9p . le morphisme T L ^> L induit par fi (|4.9.4p 
fait de L un T -fibre principal homogene sur X , et le morphisme canonique i: I£ (^x(L) (|4.9.8p 
est un isomorphisme de T-torseurs. 

Les questions etant locales, on pent se borner an cas ou ^ est trivial. Soient s G ^(X), 
Ps'. ^ ^ Gx le scindage associe de la suite exacte (|4.9.ip . Le morphisme As : il — > =^ deduit de 
idj? — c o se prolonge en un homomorphisme de ifJ'x-algebres 

(4.10.1) V: S£?^(rj) ^ 

compatible avec les filtrations (©o<i<nS*^^ (J1))„gn et (S^^ (=^))neN- H resulte de (|4.9.2D que est 
un isomorphisme. Notons 

(4.10.2) 8 ■ Se^ (51) ^ S^^ (n) S^^ (n) 

I'homomorphisme de ^^x-algebres tel que pour toute section locale uj de 51, on ait 6(uj) = a;Ol+lig)w. 
On voit aussitot que le diagramme 

(4.10.3) S<?^(51) 

5 

Sff^ m Sff, (51) S^^ (51) <E,ff^ ^ 

est commutatif. Par suite, le morphisme T L — > L induit par \i fait de L un T-fibre principal 
homogene sur X, et le morphisme 

(4.10.4) *:L^T 

induit par -0 est un isomorphisme de T-torseurs. Comme ps o = 0, 5'(t(s)) = dans T{X). 

Pour tout t G T{X), on a ps+t = Ps + t o v et done ps+t ° = t o v o = t. On en deduit que 
^{l{s + t)) = t dans T{X), et par suite que 

(4.10.5) t{s + t)^L{s)+t. 

II s'ensuit que l est un morphisme de T-torseurs et done un isomorphisme. 

Definition 4.11. Sous les hypotheses de (|4.9I) . on dit que L est le T-fibre principal homogene 
canonique sur X qui represente Jif. 

D'apres I4.4r i). il existe an plus un T-fibre principal homogene sur X qui represente a 
isomorphisme canonique pres. La construction du 14.91 en fournit un canonique. 
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4.12. Soient X un schema, T et T' deux ^x-modules localement libre de type fini, ^ un T- 
torseur de X^ar, un T'-torseur de X^ar- On pose SI = ^om^^(T, ^x), ^' = Jffomg'-^iT' , Gx\ 
T — Spec(S^x(^)) 6t T' — Spec(S^^ (r?')). On designe par ^ le faisceau des fonctions affines 
sur ^ (|4.9[) . par le faisceau des fonctions affines sur par L le T- fibre principal homogene 
canonique sur X qui represente 5£ (|4.1ip et par L' le T'-fibre principal homogene canonique sur X 
qui represente . Soient u: T — T' un morphisme ^^x-lineaire, : Jl' — )■ f2 le morphisme dual 
de u, v: ^ ^ un morphisme u-equi variant de X^ar- Si h: ^' &x est une fonction affine de 
terme lineaire w' G le morphisme compose h' = hov: Jff 0x est affine, de terme lineaire 

La correspondance h' ainsi definie induit un morphisme ^jf-lineaire 



(4.12.1) w: 
qui s'insere dans un diagramme commutatif 



(4.12.2) 



0- 



0- 



&x 



'X 



■0 



oil les lignes sont les suites exactes canoniques (|4.9.1I) . 

Le morphisme induit un morphisme de X-schemas en groupes a: T — >■ T'. Le morphisme w 
induit un X-morphisme a-equivariant 



(4.12.3) 

Le diagramme 

(4.12.4) 



/3: L ^ L'. 



(/9jsf(L) 9- (px{L ) 



on L et l' sont les isomorphismes canoniques (j4.9.8p . est clairement commutatif. 

La correspondance qui a un T-torseur de Xzai associe le T-fibre principal homogene canonique 
sur X qui le represente definit done un foncteur 

(4.12.5) Tors(T,Xzar) ^ FPH(T/X), ^^L. 
C'est un quasi-inverse du foncteur (|4.3.ip 

(4.12.6) ^x:FPH(T/X)^Tors(T,X,ar), L^ipxiL), 
en vertu de lilOl ICT i) et (|4.12.4p . 



4.13. Soient f : X' X un morphisme de schemas, T un if?x-inodule localement libre de type 
fini, ^ un T-torseur de X^ar- On pose f2 = J^oniff^ (T, ffx) et T = Spec(S^jf (^))- On designe par 
^ le faisceau des fonctions affines sur ^ (|4.7I1 , par le faisceau des fonctions affines sur /+ (^) 
(|4.5p . par L le T-fibre principal homogene canonique sur X qui represente ^ (|4.1ip et par L+ le 
(T Xx X')-fibre principal homogene canonique sur X' qui represente /+(^). Soient I: ^ ^ 6x 
un morphisme affine, uj e f2(X) son terme lineaire, uj' — f*{uj) G f*{il){X'). Munissant ^^x' de la 
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structure de /*(T)-objet definie par uj' (|4.8p . il existe uii ct un unique morphisme /* (T)-equivariant 
^' : /+(^) — ^ ffx' qui s'insere dans le diagramme commutatif 



(4.13.1) 



ou les Heches verticales sont les morpliismes canoniques ([22J III 1.3.6). Le morphisme h' est done 
affine, de terme hneaire a;'. La correspondance i ^ £' ainsi definie induit un morphisme ^^x-lineaire 

(4.13.2) Aj:^^/,(^+) 
qui s'insere dans un diagramme commutatif 

(4.13.3) ffx 



) 



/*(^+) 



ou les autres fleches sont les morphismes canoniques. Le morphisme adjoint 

(4.13.4) A:/*(^)^^+ 
s'insere done dans un diagramme commutatif 

(4.13.5) ^/*(^) ^0 



0- 



A 



•0 



^x ■ — ^rm- 

ou les lignes sont les suites exactes canoniques (|4.9.ip . Par suite, A est un isomorphisme. On en 
deduit un isomorphisme de (T Xx X')-fibres principaux homogenes 

(4.13.6) L+^Lxx^'. 
Le diagramme 



(4.13.7) 



r(^) 



r(^x(L)) 



ipx'(L' 



ou L et sont les isomorphismes canoniques (j4.9.8p . a est le morphisme canonique et b est le 
morphisme induit par (|4.2.2p et (|4.13.6p . est commutatif. En effet, il suffit de montrer que le 
diagramme 



(4.13. 



(^x(L) - 

oil et 6[t sont les morphismes adjoints de a et 6, est commutatif, ou encore que le diagramme 
deduit de ce dernier en evaluant les faisceaux en X est commutatif. Soient s G ^{X), ps'. ^ &x 
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le morphisme qui a toute section locale £ de ^ associe i{s). Posons s' = au(s) S ^'^{X') et notons 
Ps' : •^'^ &x' le morphisme qui a toute section locale £' de associe £'{s'). II resulte aussitot 
de la definition du morphisme Aj (|4.13.2p que le diagramme 



(4.13.9) 



■f* 



) 



est commutatif. On en deduit la relation p^/ o A = f*{ps), qui implique aussitot la commutativite 
du diagramme (|4.13.8p . 

Soient g: X" X' un morphisme de schemas, h = fog: X" — > X. On designe par jg 
faisceau des fonctions affines sur /i+(^). On a alors un isomorphisme canonique 

(4.13.10) e:h*{.^)^.^^. 
Compte tenu de (j4.5.6p . on a aussi un isomorphisme canonique 

(4.13.11) A+: g*(^+) ^^t. 
On verifie aussitot qu'on a 

(4.13.12) 6 = \+og*{\). 

4.14. Soient /: X' X \m morphisme de schemas, T un ^x-module localement libre de type 
fini, T' un -module localement libre de type fini, un T-torseur de X^ar; -S?' un T'-torseur 
de X^ar- On pose Vt = .^ome^{T,ffx), ^' = ■^ome^,{T , &x'), T = Spec(S^^ (rj)) et T' = 
Spec(S^^, (ri'))- On designe par ^ le faisceau des fonctions affines sur ^ (|4.9p . par le faisceau 
des fonctions affines sur par L le T- fibre principal homogene canonique sur X qui represente 
^ (|4.1ip et par L' le T'-fibre principal homogene canonique sur X' qui represente . Le faisceau 
ff:{J^') est naturellement un /*(T')-objet de X^ar- Soient u: T — > /*(T') un morphisme ^x-fineaire, 
v. ^ ^ f^{J^') un morphisme u-equi variant. On designe par 7: /^^(T) — > /*(T) le morphisme 
canonique, par : /*(T) — >■ T' le morphisme adjoint de u, par : fJ' — > f*{Vl) le morphisme dual 
de et par : J*{^) — > J^' le morphisme adjoint de v. Comme est (u" o 7)-equivariant, il se 
factorise de maniere unique a travers un morphisme u^-equivariant 

(4.14.1) v+ : f+ {^) ^ ^' . 

D'apres (|4.12.ip et (|4.13.4p . celui-ci induit un morphisme i^x'-fineaire 

(4.14.2) w:^'^f*{,^) 



qui s'insere dans un diagramme commutatif 



(4.14.3) 



0- 



0- 



■r(^) 



ou les lignes sont les suites exactes canoniques (|4.9.ip . 

Le morphisme induit un morphisme de X'-schemas en groupes 



(4.14.4) 



a:T y-x X' ^ T'. 
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Le morphisme w induit un X'-morphisme a-equivariant 
(4.14.5) I3:L xx X' ^L'. 

II resuhe de (|4.12.4p et (|4.13.7p que le diagramme 



(4.14.6) 



/*(^) 



/*(') 



VX'(L') 



ou L et t' sont les isomorphismes canoniques (|4.9.8p et (5 est le morphisme induit par (|4.2.2p et /3, 
est commutatif. 



4.15. Conservons les hypotheses de (|4.14p . soient, de plus, g : X" — > X' un morphisme de schemas, 
T" un ^j)f"-module localement libre de type fini, un T"-torseur de le faisceau des 

fonctions afRnes sur . Soient u' : T' ^ g^,{T") un morphisme ^jjfz-lineaire, v' : ££' g^{££") 
un morphisme u'-equivariant. D'apres 14.141 le couple (m',w') induit un morphisme i^x"-liiieaire 

(4.15.1) w' ■ ^" ^ g*{^'). 

De meme, le couple {f*{u') o u, /*(u') o v) induit un morphisme i^jf/'-lineaire 

(4.15.2) f. ^" ^g*{r{^)). 
On a alors 

(4.15.3) t^g*{w)ow'. 

Cela resulte de (|4.13.12p et d'une chasse an diagramme commutatif 



(4.15.4) 



5*(r(^)) 



g*{^' 




<?+(/+(^)) 

oil w'" est le morphisme I'adjoiiit de v\ w'+ le morphisme induit par u'** et les fleches non libellees 
sont les morphismes canoniques. 



4.16. Soient ^ deux categories, 



tt: ^ 



(4.16.1) 

un foncteur fibrant ({23j VI 6.1), A un groupe (abstrait). Pour tout X e Ob(^), on designe par 
^x la categoric fibre de tt au-dessus de X ([23] VI §4). On note encore A le groupoide associe a 
A, i.e., la categorie ayant un seul objet, de classe de morphismes A. 

Soient X un objet de une action a gauche de A sur X, autreinent dit, (/?: A — > est 

un foncteur qui fait correspondre X a I'unique objet de A. Pour cr G A, on note (abusivement) a 
I'automorphisme f{<j) de X . Le changement de base de tt par ([23J VI §3) 

(4.16.2) TTAi^A^A 
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est uii foncteur fibrant. La categorie a memes objets que la categorie fibre ^x-, mais elle a plus 
de morphismes. Les sections cartesiennes de tta sent appelees les X-objets A-equivariants de ^ (ou 
objets A-equivariants de La donnee d'un X-objet A-equivariant de est done equivalente 

a la donnee d'un objet Y de et d'une action a gauche de A sur Y en tant qu'objet de 
compatible avec son action sur X par le foncteur tt. Les X-objets A-equivariants de ^ forment 
naturellement une categorie, a savoir, la categorie des sections cartesiennes de tta (O VI 6.10). 

Choisissons un clivage normalise de ^ sur ([23] VI §7; cf. aussi [T] 1.1.2), autrement dit, 
choisissons pour tout morphisme / : Z Y de ^ un foncteur image inverse 

(4.16.3) r-.-^Y^-^z, 

tel que pour tout Y e Ob('^), / — idy implique que /* = id^y- Pour tout couple de morphismes 
composables (/, 5) de on a un isomorphisme canonique de foncteurs 

(4.16.4) c,j:g*r^{fgr, 

verifiant des relations de compatibilite ([23] VI 7.4). D'apres ([23] VI §12), la donnee d'un objet 
A-equivariant de J^x est equivalente a la donnee d'un objet Y de ^x et pour tout ct G A, d'un 
isomorphisme 

(4.16.5) T^:Y^a*{Y) 
tels que = idy et que pour tout (cr, cr') £ A^, on ait 

(4.16.6) Tl,^c„,^,o{a'**Tj)orJ,. 

On laissera le soin au lecteur de decrire explicitement les morphismes de X-objets A-equivariants 
de ^. 

4.17. Soient une categorie dans laquelle les produits fibres sont representables, X un objet de 
muni d'une action a gauche d'un groupe (abstrait) A. On note encore A le groupoide associe a 
A, et (p: A ^ Paction de A sur X. On designe par F^*^) la categorie des fleches de et par 

(4.17.1) FIC^)^^ 

le foncteur-but, qui est un foncteur fibrant ([23] VI §11 a)). On en deduit par changement de base 
par (p ([2^ VI §3) un foncteur fibrant 

(4.17.2) FIC^Oa ^ A, 

dont les sections cartesiennes sont appelees les X-objets A-equivariants de (ou objets A-equiva- 
riants de jx)- La donnee d'un tel objet est equivalente a la donnee d'un objet Y de jx et d'une 
action a gauche de A sur Y en tant qu'objet de compatible avec son action sur X. 

On designe par Gr('^) la categorie suivante. Les objets de Gr('^) sont les couples formes d'un 
morphisme G — > F de et d'une structure sur G de groupe de '^jy dans le sens de ([22J III 1.1.1). 
On omettra dans la suite la structure de groupe des notations. Soient G — > F, G' — F' deux objets 
de Gr('^). Un morphisme de G' — Y' dans G ^ Y est la donnee d'un diagramme commutatif 
de <r 

(4.17.3) G' ^G 



Y' ^Y 

tel que le morphisme induit G' — ^ G ^yY' soit un morphisme de groupes de '^/yi . Le foncteur but 
(4.17.4) GrC^) ^ {G^Y)^Y 
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est fibrant ; sa categorie fibre au-dessus d'un objet F de est la categorie des groupes de "^/y. On 
en deduit par changement de base par (p un foncteur fibrant 

(4.17.5) Gr('^)A ^ A, 

dont les sections cartesiennes sont appelees les X-groupes A-equivariants de (ou groupes A- 
equivariants de jx)- La donnee d'un tel objet est equivalente a la donnee d'un groupe G de jx 
et d'une action a gauche de A sur G en tant qu'objet de ^ compatible avec son action sur X et 
avec la structure de groupe de G dans un sens que nous n'explicitons pas. 

On designe par Op('^) la categorie suivante (cf. \12\ 111 1.1.6). Les objets de Op('^) sont les 
triplets formes d'un objet G — > F de Gr('^), d'un morphisme Z — > F de et d'une operation 
(a droite) m de G sur Z au-dessus de Y ^ i.e., d'un K-morphisme m: Z xy G — > Z assujetti aux 
conditions algebriques habituelles (cf. ^ III 1.1.2). Soient (G ^ F, Z ^ Y), (G' ^ Y' , Z' Y') 
deux objets de OpC^). Un morphisme de (G Y, Z ^ Y, m) dans (G' Y' , Z' Y' , m') et la 
donnee de deux diagrammes commutatifs de 

(4.17.6) G' s-G Z' ^Z 



Y' ^ Y Y' ^ Y 

tels que le diagramme 

(4.17.7) Z'Xy, G' ^ZXyGXyF' 

Z' ^ Z Xy Y' 

soit commutatif. Le foncteur 

(4.17.8) OpC^)^*^, (G ^Y,Z ^Y,m)^Y 

est fibrant. Sa categorie fibre au-dessus d'un objet F de est la categorie des objets a groupes 
d'operateurs (a droite) de jy- On en deduit par changement de base par p un foncteur fibrant 

(4.17.9) Op('^)a ^ A, 

dont les sections cartesiennes sont appelees les X-objets a groupes d'operateurs A-equivariants de ^ 
(ou objets a, groupes d'operateurs A-equivariants de ^/x)- La donnee d'un tel objet est equivalente 
a la donnee d'un groupe A-equivariant G de ^/xi d'un objet A-equivariant Y de ''^/x st d'une 
operation m de G sur Y, compatible avec les structures A-equivariantes dans un sens que nous 
n'explicitons pas. On dit aussi que {Y,m) est un G-objet A-equivariant de "^/x- 

4.18. Soit X un schema muni d'une action a gauche d'un groupe (abstrait) A. On definit les objets 
A-equivariants de Xznr en prenant dans (|4.16p pour J? la categorie fibree, clivee et normalisee 

(4.18.1) jr^Sch 

obtenue en associant a tout schema Y le topos Yzar et a tout morphisme de schemas / : Z ^ Y \e 
foncteur image inverse /* : Yzar ^ Zzar- On definit les groupes A-equivariants de X^ar en prenant 
dans (|4.16p pour ^ la categorie fibree, clivee et normalisee 



(4.18.2) 



^ ^ Sch 
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obtenue en associant a tout schema Y la categoric des groupes de Yzar et a tout morphisme de 
schemas /: Z \e foncteur image inverse /*. On definit les x -modules A-equivariants de X^s^i 
en prenant dans (|4.16p pour ^ la categorie fibree, clivee et normalisee 

(4.18.3) ^ Sch 

obtenue en associant a tout schema Y la categorie des ^y-modules de Y^ar et a tout morphisme 
de schemas f : Z —> Y \e foncteur image inverse au sens des modules. On notera que les images 
inverses d'un €?x-niodule par un automorphisme de X aux sens des modules et des groupes abeliens 
etant egaux, tout ^x-nrodule A-equivariant de Xzar est aussi un groupe A-equi variant. 

On designe par ^ la categorie suivante. Les objets de 3^ sont les triplets {Y, G, P) oh Y est 
un schema, G est un groupe de Y^^r, P est un G-objet (a droite) de F^ar (I22j III 1.1.2). Soient 
(y, G, P), {Y', G\ P') deux objets de ^. Un morphisme de (F', G', P') dans (V, G, P) est la donnee 
d'un morphisme de schemas f:Y'^Y, d'un morphisme de groupes 7: G' — ?> f*{G) de F^'ar 
d'un morphisme de 7-equivariant 5: P' ^ f*{P) de F^'ar- Le foncteur 

(4.18.4) ^ ^ Sch, (Y, G,P)^Y 

est fibrant. Prenant dans (|4.16p pour la categorie fibree ci-dessus, on obtient la notion objets d 
groupes d'operateurs A-equivariants de Xzai- La donnee d'un tel objet est equivalente a la donnee 
d'un groupe A-equivariant G de X^ht, d'un objet A-equivariant P de X^ai et d'une operation m 
de G sur P, compatible avec les structures A-equivariantes dans un sens que nous n'explicitons 
pas. On dit aussi que P est un G-objet A-equivariant de X^ar- Si, de plus, P est un G-torseur de 
Xzar, on dit encore que c'est un G-torseur A-equivariant de Xzav- 

Remarques 4.19. Soient X et X' deux schemas munis d'actions a gauche d'un groupe (abstrait) 
A, f : X' ^ X rni morphisme A-equivariant. 

(i) Pour tout objet a groupe d'operateurs A-equivariant {G,P) de X^ar, (/*(G), /*(P)) est 
naturellement un objet a groupe d'operateurs A-equivariant de X^^^.. 

(ii) Pour tout objet a groupe d'operateurs A-equivariant {G\P') de X^^r, {f*{G'),f*{P')) est 
naturellement un objet a groupe d'operateurs A-equivariant de X^ai- En effet, pour tout 
(T G A, le morphisme de changement de base pour les topos de Zariski cr*/* — > /*<7*, deduit 
de la relation fa — af (pLj 1.2.2), est un isomorphisme. L'assertion s'ensuit compte tenu de 

m i-2.4(i)). 

4.20. Soit X un schema muni d'une action a gauche d'un groupe (abstrait) A, G un X-schema 
en groupes A-equivariant. Un G-fibre principal homogene A-equivariant sur X est un G-objet 
A-equivariant {Y, m) de Sch jx (|4.17p tel que Y soit un G-fibre principal homogene sur X (|4.3p . 
Compte tenu de 14.21 le foncteur (|4.1.2|) 

(4.20.1) ipx ■■ Sch/x ^ X,ar, Y ^ Homx(-, Y) 

transforme les X-schemas (resp. X-schemas en groupes) A-equivariants (|4.17[) en objets (resp. 
groupes) A-equivariants de X^ar (|4.18p . De meme, posons G — (px{G), le foncteur ()4.3.ip 

(4.20.2) cpx : FPH(G/X) ^ Tors(G, X,ar), Y ^ <fx{Y) 

transforme les G-fibres principaux homogenes A-equivariants sur X en G-torseurs A-equivariants 
de Xzar- Inversement, soient Y un G-fibre principal homogene sur X, Y_ = ipx{Y). La donnee sur 
le G-torseur Y_ d'une structure A-equivariante determine sur Y une et une unique structure de 
G-fibre principal homogene A-equivariant au-dessus de X. En effet, pour tout a £ A, notons 

(4.20.3) T^:G ^ (t*(G), 

(4.20.4) rf-.Y ^ a*{Y) 
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les isomorphismes induits par les structures A-equivariantes de G et F (|4.16.5p . Par definition, 
est un isomorphisme de X-schemas en groupes. D'aDres l4.2[ il induit un isomorphisme de groupes 

de Xzar 

(4.20.5) T^-G^a*{G). 

Les isomorphismes {T-^)ae\ ^^wt de G un groupe A-equivariant de Xzar- Pour tout cr G A, T5- est 
un isomorphisme de G-torseurs, oil cr*{Y^ est considere comme G-torseur via t— . D'apres l4.4r i). 
T— est I'image par le foncteur (|4.3.ip d'un isomorphisme de FPH(G/X) 

(4.20.6) T^:Y^a'{Y), 

ou cr*(y) est considere comme un G-fibre principal homogene via . Les isomorphismes {T^)aei:^ 
satisfont les relations de compatibilite (|4.16.6p . lis font de Y un G-fibre principal homogene A- 
equivariant sur X (cf. I4.16P . 

4.21. Soient X un schema muni d'une action a gauche d'un groupe (abstrait) A, T un ffx- 
module localement libre de type fini et A-equivariant (|4.18p . ^ un T-torseur A-equivariant. On 
pose Q, = J^orriff^iT , x) et T = Spec(S^j^ ($7)), et on designe par ^ le faisceau des fonctions 
affines sur ^ (|4.9II et par L le T-fibre principal homogene canonique sur X qui represente ^ 
(|4.1ip . Pour tout cr e A, on note 

(4.21.1) tJ:T^ct*(T) et rf:^^CT*(^) 

les isomorphismes qui definissent les structures A-equivariantes sur T et sur ^ (cf. I4.16p . D'apres 
I4.14( les inverses de rj et induisent un morphisme ^x-lineaire 

(4.21.2) rf:^^a*(^) 
qui s'insere dans un diagramme commutatif 

(4.21.3) ^ex ^0 

^ffx ^f7*(jr) ^cr*(f7) ^0 

ou les lignes sont les suites exactes canoniques (14.9.11) et est I'inverse de I'isomorphisme induit 
par rj. II s'ensuit que est un isomorphisme. D'apres (|4.15.3p . les [t^ )ctgA satisfont les relations 
de compatibilite (|4.16.6p . lis font done de ^ un if^x-module A-equivariant. De meme, les (T^)o-gA 
font de un ^x-module A-equivariant. On en deduit sur T une structure de X-schema en groupes 
A-equivariant et sur L une structure de T-fibre principal homogene A-equivariant sur X (|4.20p . 
D'apres [4.101 et (|4.14.6p . on a un isomorphisme d'objets a groupes d'operateurs A-equivariants de 

(4.21.4) (T,if)^(^x(T),^x(L)). 

4.22. Soient X et X' deux schemas munis d'actions a gauche d'un groupe (abstrait) A, f : X' ^ X 
un morphisme A-equivariant, T un ^x-module localement libre de type fini et A-equivariant, T' un 
^J'x'-niodule localement libre de type fini et A-equivariant, ^ un T-torseur A-equivariant de Xzar, 

un T'-torseur A-equivariant de X'^^^. On designe par ^ le faisceau des fonctions affines sur ^ 
()4.9p et par le faisceau des fonctions affines sur . Le couple (/*(T'), /*(^')) est naturellement 
un objet a groupe d'operateurs A-equivariant de X^ar (|4.19ll . Soient u: T — >■ /*(T') un morphisme 
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^x-lineaire et A-equivariant, v: S£ ^ /*(.^') un morphisme u-equivariant et A-equivariant. Le 
couple (m, v) induit un morphisme i^jj^'-lineaire (|4.14.2p 

(4.22.1) w.^'^fi^). 

II resulte aussitot de (|4. 15.311 que w est A-equivariant lorsque Ton munit ^ et ^' des structures 
A-equivariantes canoniques (|4.2ip . 

Notons : /*(T) — > T' le morphisme adjoint de u, : f*{J2f) le morphisme adjoint de 

V q\, : f~^{^) le morphisme induit par (|4.14.ip . Si est un isomorphisme, est un 

isomorphisme de /*(T)-torseurs, et w est un isomorphisme en vertu de l4.13l 

5. Lexique de geometrie logarithmique 

Nous rappelons quelques notions de geometrie logarithmique qui joueront un role important dans 
la suite de cet article, dans le but de fixer les notations et de donner des reperes aux lecteurs non 
familiers avec cette theorie. Nous renvoyons a [351 [321 [HI [3S] pour les developpements systematiques 
de la theorie. 

5.1. On sous-entend par monoi'de un monoi'de commutatif et unitaire. Si M est un monoi'de, on 
designe par M^p le groupe associe, par le groupe des unites de M, par I'ensemble des 
orbites M/M^ (qui est aussi le quotient de M par dans la categoric des monoides) et par 
iM'M^ MSP I'homomorphisme canonique. On pose M'"* = imiM) et 

(5.1.1) M"^* ^{xe MSP|x" e Uf(M) pour un entier n > 1}. 

On dit qu'un monoi'de M est integre si I'homomorphisme canonique iM : M — > M^p est injectif, 
que M est fin s'il est integre et de type fini, que M est sature s'il est integre et est egal a M*^*** et 
que M est torique s'il est fin et sature et si M^^ est libre sur Z. 

Si AI est integre, Af" est integre, et pour que M soit sature, il faut et il suffit que soit sature. 

On dit qu'un morphisme de monoides u: M ^ N est strict si le morphisme induit : Af " — iV" 
est un isomorphisme. 

5.2. Soit u: M — 5- iV un morphisme de monoides integres. On dit que u est exact si le diagramme 
(5.2.1) M ^-^AT 

Tlf gp 7VSP 

est cartesien. On dit que u est integre si pour tout monoi'de integre M' et tout homomorphisme 
v: M ^ M', la somme amalgamee M' (Bm N est integre. On dit que u est sature s'il est integre 
et si pour tout mono'i'de sature M' et tout homomorphisme v. M M' , la somme amalgamee 
M' (Bm N est saturee. 

5.3. Si M est un mono'i'de et A un aimeau commutatif, on designe par A[M] la yl-algebre du 
mono'i'de definie par M et par e: Af — >■ A[M] I'homomorphisme canonique, ou A[M] est considere 
comme un mono'i'de multiplicatif. Pour tout x € M, on notera au lieu de e{x). 

Pour tout entier n > 1, on designe (abusivement) par n7„ : M —> M I'homomorphisme de 
Frobenius d'ordre n de M (i.e., I'elevation a la puissance n dans M en notation multiplicative). 
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5.4. Soit T un topos. On designe par MoriT la categorie des monoides (commutatifs et unitaires) 
de T et par Ab^ la categorie des groupes abeliens de T. Le foncteur d'injection canonique de Abj- 
dans Monx admet un adjoint a droite 

(5.4.1) MoriT ^ Abr, ^ ^ ■ 

II est immediat de voir que pour tout U G Ob(r), le morphisme d'adjonction iU) — > ^{U) 
induit un isomorphisme ^^{U) ~ ^{U)^' . On dit qu'un monoi'de ./# de T est affute (sharp en 
anglais) si = It- Le foncteur d'injection canonique de la sous-categorie pleine des monoides 
affutes de T dans Mon^ admet un adjoint a gauche 

(5.4.2) Ji ^ Ji^ = I Ji"" . 

Le foncteur d'injection canonique de Ab^ dans Mon^ admet un adjoint a gauche 

(5.4.3) MoriT ^ Aby, ^ 

On dit qu'un monoi'de ^ de T est integre si le morphisme d'adjonction ^ — 
monomorphisme. On designe par Mon^ j^t la sous-categorie pleine de Mon^ formee des monoides 
integres de T. Le foncteur d'injection canonique de Mon^^int dans Mony admet un adjoint a 
gauche 

(5.4.4) MoiiT ^ MonT,i„t, 

5.5. Soient '^if un site, le topos des faisceaux d'ensembles sur "rf (relativement a un univers 
fixe). Pour tout prefaisceau de monoides ^ sur 'i^, on designe par J^sp (resp. J^'"*) le prefaisceau 
de monoides sur qui k U e Ob('^) associe le monoi'de ^(U)^^ (resp. ^(J7)'"*) et par le 
faisceau de mono'ides associe a On a alors un isomorphisme canonique foiictoriel 

(5.5.1) i^sP)" ^ {^"fP. 

Comme le foncteur ^ i~> est exact, il transforme les prefaisceaux de mono'ides integres sur 
en des mono'ides integres de On a un isomorphisme canonique fonctoriel 

(5.5.2) (^int)a ^ (_^aynt_ 

Par suite, pour qu'un mono'ide ^ de soit integre, il faut et il suffit que pour tout U £ Ob('^), 
le mono'ide ./#([/) soit integre. 

5.6. Soit T un topos. On dit qu'un morphisme de mono'ides integres u: ^ — )■ ,yi de T est exact 
si le diagramme canonique 

(5.6.1) ^ 

^gp _^!_^ ,j/gP 

est cartesien. II revient au meme de demander que pour tout U G Ob(r), I'homomorphisme 
u{U): ^{U) — ?> :y^{U) soit exact. En effet, si le diagramme (|5.6.ip est cartesien, il en est de 
meme des diagrammes obtenus en I'evaluant en tout U G Ob(r). Par suite, le diagramme 

(5.6.2) ^{U) ^^([/) 
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est cartesien car le morphisme canonique ^{U)^p ^^^{U) est injectif (et il en est de meme 
pour ,yV). L'implication reciproque resulte de (|5.5.ip et du fait que le foncteur 3^ ^ est exact. 

Soient ^ un monoi'de integre de T, n un entier > 1. On dit que ^ est n-sature si Pendomor- 
phisme d'elevation a la puissance n dans defini par a; M- a;", est exact. On dit que ^ est sature 
s'il est n-sature pour tout entier n > 1. II revient au meme de demander que pour tout U G Ob(r), 
le monoi'de ^{U) est sature. On designe par Monj- gat la sous-categorie pleine de Monj- formee 
des monoi'des satures de T . Le foncteur d'injection canonique de MonT- gat dans Moht^ admet un 
adjoint a gauche 

(5.6.3) MoriT ^ MoriT.sat, ^ J^^''^ . 

5.7. Soient un site, '£ le topos des faisceaux d'ensembles sur (relativement a un univers 
fixe). Pour tout prefaisceau de monoi'des 1^ sur '€ ^ on designe par le prefaisceau de mono'ides 
satures defini, pour U G Ob('^#'), par U ■ Alors le foncteur "faisceau de mono'ides associe", 

(^o. ^ transforme les prefaisceaux de mono'ides satures sur ^ en des mono'ides satures de 'i', 
et on a un isomorphisme canonique fonctoriel 

(5.7.1) (^>5at)a (_^a-)sat_ 

Par suite, pour qu'un mono'ide ^ de soit sature, il faut et il sufRt que pour tout IJ € Ob(^), 
le mono'ide ^{U) soit sature. 



5.8. Soient /: T' — > T un morphisme de topos, ^ un mono'ide de T. 

(i) Si ^ est integre (resp. sature), il en est de meme de f*{^). 

(ii) On a des isomorphismes canoniques fonctoriels 

(5.8.1) /*(^)eP ^ /*(^SP), 

(5.8.2) /*(.^)'"* ^ /*(.^'"*). 

Si de plus ^ est integre, on a un isomorphisme canonique 

(5.8.3) /*(^)''^' ^> /*(^"^'). 

(iii) Si u: ^ — i> ^ est un morphisme exact de mono'ides integres de T, alors f*{u) : f*{^) — >■ 
f*(-y^) est exact. 



5.9. Soit T un topos. 

(i) Si M est un mono'ide integre (resp. sature), le faisceau de mono'ides constant Mt de valeur 
M sur T est integre (resp. sature). 

(ii) Supposons que T ait sufhsamment de points. Pour qu'un mono'ide ^ de T soit integre (resp. 
sature), il faut et il sufRt que pour tout point p de T, le mono'ide soit integre (resp. sature). 
Pour qu'un morphisme de mono'ides integres u: ^ -> JV de T soit exact, il faut et il sufht que 
pour tout point p de T, I'homomorphisme u^: — > .jVp soit exact. 

(iii) Soit ^ un mono'ide integre de T. Alors est integre, et pour que ^ soit sature, il faut 
et il suffit que soit sature. 

5.10. Une structure pre-logarithmique sur un schema X est une paire (^, /3), oil ^ est un faisceau 
de mono'ides abeliens sur le site etale de X et (3 est un homomorphisme de ^ dans le mono'ide 
multiplicatif ^x- Une structure pre-logarithmique est dite logarithmique si /3 induit un 
isomorphisme ff^. Les structures pre-logarithmiques sur X torment naturellement 
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unc categoric qui conticnt la sous-catcgoric plcinc dcs structures logarithmiqucs sur X. L'iiijcc- 
tion canonique de la categorie des structures logarithmiques sur X dans celle des structures pre- 
logarithmiques sur X admet un adjoint a gauche. II associe a une structure pre-logarithmique 
la structure logarithmique {^,a), ou ^ est defini par le diagramme co-cartesien 

(5.10.1) P'H^x) 



^J^ 

On dit que (.^, a) est la structure logarithmique associee a (^,/3). 

5.11. Soient / : X — >■ F un morphisme de schemas. Nous utilisons pour les faisceaux de monoi'des 
la notation pour designer I'image inverse au sens des faisceaux de monoides et nous reservons 
la notation /* pour I'image inverse au sens des structures logarithmiques dcfinie commc suit. 
L'image inverse par / d'une structure logarithmique a) sur Y est la structure logarithmique 
(/*(^), /3) sur X associee a la structure pre-logarithmique definie par I'homomorphisme compose 
f~^{.M) — > f~^{^Y) II resulte aussitot de la definition que I'homomorphisme canonique 

(5.11.1) /-'(^«) ^ (r(^))" 

est un isomorphisme. 

5.12. Un schema pre-logarithmique (resp. logarithmique) est un triplet {X,^XtCkx) forme d'un 
schema X et d'une structure pre-logarithmique (resp. logarithmique) {^x,o:x) sur X. Lorsqu'il 
n'y a aucun risque d'ambigui'te, on se permettra d'omettre ax et meme ^x des notations. Un mor- 
phisme de schemas prc-logarithmiques (resp. logarithmiques) (X,^X:Cix) {Y,^YtO;y) est la 
donnee d'une paire (/, /") formee d'un morphisme de schemas f : X et d'un homomorphisme 

: /~^(^y) — >■ ^x tels que le diagramme 

(5.12.1) f-'i^v) ^"'^""^ > f-'i^y) 

J^x ^Gx 

soit commutatif. 

On dit qu'un schema logarithmique (X, ./#x,Q!x) est integre (resp. sature) si ^x est integre 
(resp. sature). On dit qu'un morphisme de schemas logarithmiques / : {X, ^x^oix) — > iY, ay) 
est strict si (./#x,Q:x) est I'image inverse de (./^y.ay) par /, ou de fagon equivalente, si I'homo- 
morphisme canonique /^^{^y) ^ -^x isomorphisme. 

5.13. Soient {X,^x) un schema logarithmique, M un monoi'de, Mx le faisceau (etale) constant 
de monoides de valeur M sur X. On designe par B[M] le schema Spec(Z[M]) muni de la structure 
logarithmique induite par la structure pre-logarithmique M — >■ Z[M]. Les donnees suivantes sont 
equivalentes : 

(i) un homomorphisme 7: M — >■ r{X, ^x) ; 

(ii) un homomorphisme 7 : Mx ^^x ; 

(iii) un morphisme de schemas logarithmiques 7*: {X,^x) — >■ B[M]. 
De plus, les conditions suivantes sont equivalentes : 

(a) ^x est associe a la structure pre-logarithmique qu'il induit sur Mx ; 



40 



AHMED ABBES ET MICHEL GROS 



(b) Le morphisme (X, B[M] est strict. 

On dit alors que (M, 7) est une carte pour {X, ^x)- On dit que la carte (M, 7) est coherente (resp. 
integre, resp. fine, resp. saturee, resp. torique) si le monoide M est de type fini (resp. integre, resp. 
fin, resp. sature, resp. torique). 

5.14. Soit /: (X,^x) (Yi^y) un morphisme de schemas logarithmiques. Une carte pour / 
est un triplet ((M, 7), (A^, (5), N M) forme d'une carte (M, 7) pour (X, ^x), d'une carte 
{N,5) pour {Y,^y) et d'un homomorphisme d: N ^ M tels que le diagramme 



(5.14.1) 



■ r(r, j^y) 



M ■ 



■ T{X, 



X 



soit commutatif, ou ce qui revient au meme que le diagramme de morphismes de schemas logarith- 
miques 



(5.14.2) 



f 



5" 



B[M] 
■B[N] 



soit commutatif. On dit que la carte ((Af, 7), {N,d),'d: N 
type fini. 



M) est coherente si M et N sont de 



5.15. Soit {X,^x) un schema logarithmique. On dit que {X,^x) est coherent si chaque point 
geometrique x de X admet un voisinage etale U dans X tel que (U,^x\U) admette une carte 
coherente. On dit que {X,^x) est fin s'il est coherent et integre. 

Pour que {X,^x) soit fin (resp. fin et sature), il faut et il suffit que tout point geometrique x 
de X admette un voisinage etale U dans X tel que {U, ^x\U) admette une carte fine (resp. fine 
et saturee). 

On dit que {X,^x) est torique si chaque point geometrique x de X admet un voisinage etale 
U dans X tel que {U, ^x\U) admette une carte torique. 

Lemme 5.16 f |40| 1.3.2). Pour tout schema logarithmique fin et sature {X,^x), les conditions 
suivantes sont equivalentes : 

(i) // existe une carte fine et saturee 7; P — > T(X, ^y^x) pour {X,^x) (15.13P telle que Vhomo- 
morphisme compose 

(5.16.1) P^r{X,^x) -^T{X,^x)/T{X,ff^) 

soit un isomorphisme. 

(ii) II existe une carte coherente 7: P — S> T{X, ^y^x) pour {X,^x) telle que I 'homomorphisme 
compose (|5.16.ip soit surjectif. 

(iii) Le monoide T{X,^x)/^{X, (?x) ^VP^ fi''^^ I'identite de T{X, ^x) est une carte 
pour {X, ^x)- 

L'implication (i)^(ii) est evidente. Montrons (ii)^(iii). Posons Q — T{X,^x) et notons ^ et 
i2 les structures logarithmiques sur X associees aux structures pre-logarithmiques definies par les 
homomorphismes 7 et I'identite de T{X,^x)^ respectivement, et ^ — > =S I'homomorphisme 
induit par 7. Comme I'homoniorphisme compose \ ^ ^ est un isomorphisme, il suffit 
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de montrer que 9 est surjectif. Soit x un point geometrique de X. On designe par /?: Q — > 
I'homomorphisme canonique et par a: P ^ rhomomorphisme compose /3 o 7. On a alors un 
digramme commutatif d'homomorphismes de monoides 

(5.16.2) Plo^'\&x;^) — Ql(i-\el;^) 



ou 7 (resp. 6*^) est induit par 7 (resp. Q^) et les fleches verticales sont les isomorphismes cano- 
niques. Comme Y[X,G^) C 7 surjectif. Par suite, d\ est surjectif. Done est 

surjectif; d'ou I'assertion. Montrons enfin (iii)=>(i). Posons P — V{X^^x)l^{X,ff^). Comme 
T{X,^x) est sature, P est fin et sature. Le sous-groupe de torsion de P^p est done contenu dans 
P. Comme P est affute, P^p ggt un groupe abelien libre de type fini. Soit 6: P^^ — > r{X,^x)^^ 
une section de I'homomorphisme canonique T{X, ^xY^ P^^- La restriction de 6 k P induit un 
homomorphisme ^: P ^ '^{X, ^x) qui repond a la question en vertu de ([40] 1.3.1). 

Lemme 5.17 (|40J 1.3.3). Soient {X,^x) un schema logarithmique fine et sature dont le schema 
sous-jacent X est noetherien, x G X, 7: P — )■ T{X, ^x) une carte fine et saturee pour {X,.^x)- 
II existe alors un voisinage ouvert (de Zariski) U de x dans X tel que pour tout voisinage ouvert 
(de Zariski) V de x dans U, le schema logarithmique {V, ^x\V) verifie les conditions equivalentes 
de (l?TB . 

On designe par Spec(P) Tensemble des ideaux premiers de P (cf. [33J 5.1), par Px le faisceau 
(etale) constant de valeur P sur X et par 7: Px — t- -^x Thomomorphisme induit par 7. Pour tout 
point geometrique y de X , on pose 

(5.17.1) p^=P-7_i(€?^_)c(Px)i;-P, 

qui est un ideal premier de P. Pour tout i G P, on designe par Yt le co-support de I'image de t 
dans T{X, .^x / ^x) ^ revient an meme puisque .^^x est integre, le co-support de I'image 

de t dans r{X,^^/ff^) ([S] IV 8.5.2). C'est un ouvert du topos etale de X, que Ton identifie a 
un ouvert an sens habituel de X ([3] VIII 6.1). On pose Xt = X — Yt. On verifie aussitot que la 
fibre de Xt au-dessus d'un point geometrique y de X est non-vide si et seulement si i e p^. Pour 
tout p G Spec(P), on pose Xp = DtepXt- Pour que la fibre de Xp au-dessus d'un point geometrique 
y de X soit non-vide, il faut et il suffit que p C py. Comme X est noetherien et que Spec(P) est 
fini (cf. [33] 5.5), il existe un voisinage ouvert (de Zariski) U de x dans X verifiant la propriete 
suivante. Pour tout p G Spec(P) tel que Up — U D Xp 7^ 0, a; appartient a toutes les composantes 
irreductibles de Up. Comme tout voisinage ouvert (de Zariski) de a; dans U verifie la meme 
propriete, il suffit de montrer que (U, .y^x\U) verifie les conditions equivalentes de l5.16l 

Soit X un point geometrique de X au-dessus de x. Comme le compose des homomorphismes 
canoniques 

(5.17.2) p ^ r(c/, .^x)/T{u, e^) 4 r(f/, .^x/^^) A Ji(x.^ie^^^ 

est surjectif et que u est injectif, il suffit de montrer que v est injectif. Soient a, 6 G r(i7, .Mx/^x) 
telles que v{a) = v(h), y un point geometrique de U. II existe alors un point geometrique 'z de U 
et une fleche de specialisation ip: z y tels que I'image canonique z de z dans U soit un point 
generique de Up-. On a 7- = 95* 07^, ou ip* : ^x;y — ^ -^xrz est I'homomorphisme de specialisation 
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associe a ([3] VIII 7.7). On en deduit que C py. Comme z G Up-, on a C pT et done p^ 
Le diagramme commutatif 



(5.17.3) p/^-i(^x_)^^. 



on les Heches horizontales sont des isomorphismes montre alors que ip* : ^x.y/ y -^-X.z/^x z 
est un isomorphisme. Comme x est une specialisation de z dans les images canoniques a- et 
de a et 6 dans ^x.z/ ^x z sent egales. Done les images canoniques a-y et by de a et b dans 
-^x.y/^Xy ^'^^^ aussi egales. On en deduit que a = b; d'ou I'assertion. 

5.18. Soit /: {X,^x) (Xt-^y) un morphisme de schemas logarithmiques integres. On dit que 
/ est integre (resp. sature) si pour tout point geometrique x de X, I'liomomorphisme ^yj{x) ~^ 
^x,x est integre (resp. sature), ou ce qui revient au meme, si I'liomomorphisme f(x) ~^ -^Xx 
est integre (resp. sature). 

5.19. Soit /: X — > y un morphisme de schemas logarithmiques integres (resp. fins). Pour que 
/ soit integre, il faut et il sufRt que pour tout schema logarithmique integre (resp. fin) Z et tout 
morphisme Z — >■ F, le produit fibre dans la categoric des schemas logarithmiques Z Xy X soit 
integre (resp. fin) ([32] 4.3.1). 

5.20. Soit /: X — > y un morphisme de schemas logarithmiques fins et satures. Pour que / soit 
sature, il faut et il suffit que pour tout schema logarithmique fin et sature Z et tout morphisme 
Z — )■ y, le produit fibre dans la categoric des schemas logarithmiques Z Xy X soit fin et sature 
(gU II 2.13 page 24). 

5.21. Soit /: {X,^x) {X,-^y) un morphisme de schemas pre-logarithmiques. On pose 

, _ ^"x/Y © {^X ®Z ^F) 

(5-21-1) ^{X,^x)/{Y,J^y) - ^ ' 

ou f^^/y est le ^jf-module des 1-differentielles relatives de X sur Y et ^ est le sous-i^x-nrodule 
engendre localement par les sections de la forme 

(i) {d{ax{a)),Q) — (0, ax {a) ® a) pour toute section locale a de ^x ', 

(ii) (0, 1 8) a) pour toute section locale a de I'image de I'homomorphisme : /~^(^y) ^x- 
On note aussi 

(5-21.2) d: Gx ^ ^\x,j(.)liY,j(.) 

le morphisme induit par la derivation universelle d: Gx — ^ ^x/y designe par 

(5-21.3) dlog; .£x ^ ^\x.,j(^)I{y.,j(y) 

I'homomorphisme defini pour une section locale a de ^x par 
(5.21.4) d\og{a) = \®a. 

Alors le triplet {fljj^ ^^y^^y ^y)id,d\og) est universel pour les derivations logarithmiques. On 
appelle fi^^ J(k)I(y My) ^x-uiodule des 1-differentielles logarithmiques de {X, ^x) sur (y, ^y) 
(ou de /). II satisfait aux memes proprietes de fonctorialite que le module fJ^^y. 
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Si (resp. designe la structure logarithmique sur X (resp. Y) associee a (resp. 

^y)i alors / induit un morphisme /° : {X,^^) ~^ (^j-^y); et on a un isomorphisme canonique 

^Ix,^x)/{y,^y) ^(x,^»)/(y,^°)• 
Si / est un morphisme de schemas logarithmiques coherents, alors ^x)/{y ~^y) 
module quasi-coherent. Si, de plus, le morphisme de schemas sous-jacent a / est localement de 
presentation finie, alors ^\x jix) I (y J(y) ™ £^x-niodule de presentation finie. 
Si / est un morphisme strict de schemas logarithmiques, le morphisme canonique 

(5-21-6) ^x/y ^ ^\x,j(x)I{y,j^.y) 

est un isomorphisme. 

5.22. Un morphisme de schemas logarithmiques /: (X^^x) — ^ ^Xt^y) est une immersion fer- 
mee (resp. immersion fermee exacte) si le morphisme de schemas sous-jacents X ^ Y est une 
immersion fermee et si le morphisme f*{^Y) -^x est un epimorphisme (resp. un isomor- 
phisme) . 

5.23. Considerons un diagramme commutatif de morphismes de schemas logarithmiques 

(5.23.1) ^z',J(z')^^{X,J(x) 

(Z,^z)^-(r,.^y) 

ou Z' est un sous-schema ferme de Z defini par un ideal de Gz de carre nul et j est une immer- 
sion fermee exacte. On designe par Py(j, u') I'ensemble des (y, ^y)-morphismes u: [Z^^z) 
{X,^x) tels que u' ~ uoj. Alors P/(j, u') est un pseudo-torseur sous 

(5.23.2) }lomff^,iu'*nlx^^^y^y^^^),y). 

Plus precisement ([32J 3.9), si Py(j. ?i') est non vide, tout element u e Py(j, u') determine unique- 
ment un isomorphisme 

(5.23.3) <^„: Pf{j,u') ^ ^OTnff^,{n'*^U^x)/{y.^Yy^) 

tel que pour tout v £ P/(j, m'), toute section locale a de i)'x et toute section locale b de ^x, on 
ait 

(5.23.4) ^u{v){u'*{da)) = vHv-^{a)) - u^{u-^{a)), 

(5.23.5) ipuiv){u'*idlogb)) = 

ou /? est Tunique section locale de 1 + C C ^z telle que v^{v^^{b)) — fi ■ u^(u^^(6)). 

5.24. Soit f : X ^ Y m\ morphisme de schemas logarithmiques. On dit que / est formellement 
lisse (resp. formellement etale) si pour tout schema logarithmique Y dont le schema sous-jacent est 
affine, toute immersion fermee exacte d'ideal nilpotent j: Y^ — > F', et tout morphisme Y' Y, 
I'application 

(5.24.1) Homy(r',X) Hom(yo',X) 

deduite de j, est surjective (resp. bijective). On dit que / est lisse (resp. etale) s'il est formelle- 
ment lisse (resp. formellement etale), si les schemas logarithmiques X et Y sont coherents et si le 
morphisme de schemas sous-jacent a / est localement de presentation finie. 
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5.25. Soient /: {X^^x) ~^ {Y,^y) un morphisme de schemas logarithmiques fins, {N,S) une 
carte fine pour {Y,^y)- D'apres ([32j 3.5), pour que / soit lisse (resp. etale), il faut et il suffit que 
localement pour la topologie etale sur X, f admette une carte ((M, 7), {N,6),9: N M) (|5.14p 
satisfaisant aux conditions suivantes : 

(i) le noyau et le sous-groupe de torsion du conoyau (resp. le noyau et le conoyau) de I'homo- 
morpliisme 6*8? : N^p Af sp sont finis d'ordres inversibles dans X ; 

(ii) le morphisme induit X ^ Y x g^j^^ B[M] (I5.14.2p est etale dans le sens classique. 



6. Le theoreme de purete de Faltings 

6.1. On pose S — Spec(^if ) et on note 77 (resp. s) son point generique (resp. ferme) et rj le point 
geometrique generique correspondant a K. On munit 5* de la structure logarithmique definie 
par son point ferme, autrement dit, = Ci ^s, ou j : rj ^ S est I'injection canonique. On 

fixe une uniformisante tt de et on designe par i: N — s- r{S,^s) I'homomorphisme defini par 
t(l) = TT, qui est une carte pour {S,^s)- 



6.2. Dans la suite de cet article, on considere un schema logarithmique torique {X,^x), un 
morphisme /: {X,^x) — >■ {S,^s)^ une carte torique (P, 7) pour {X,^x) et un homomorphisme 
■d: N — !• P tels que les conditions suivantes soient remplies : 

(Ci) Le schema X = Spec(i?) est affine et connexe. 

(C2) Le schema Xg = X Xs s est non-vide. 

(C3) Le diagramme 



.2.1) 



{X.J^x)' 
f 

{S,^s)- 



B[P] 

i5* 



B 



N] 



est commutatif, de sorte que {{P, 7), (N, l), est une carte pour / (|5.14ll . 
(C4) L'homomorphisme -d est sature (|5.2p . 

(C5) L'homomorphisme i?sp ; ^ ^ pgp est injectif, le sous-groupe de torsion de coker(i?8P) est 
d'ordre premier a p et le morphisme de schemas usuels 



(6.2.2) 



X X, 



B[P] 



deduit de (|6.2.1I) est etale. 

(Ce) Posons A = G P, 

.2.3) 
.2.4) 



L 

H(P) 



Homz(PSP,Z), 
Hom(P,N). 



On notera que H(P) est un monoide fin, sature et affute et que l'homomorphisme cano- 
nique H(P)SP — )• Hom((P'')sP, Z) est un isomorphisme ([33] 2.2.1). On suppose qu'il existe 
hi, . . . ,hr £ H(P), qui sont Z-lineairement independants dans L, tels que 



(6.2.5) 



ker(A)nH(P) = {Y,a,h,\ (ai, . . . , a,) S N''}, 



ou Ton considere A comme un homomorphisme L ^ "L. 
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On rappcllc que P^p gg^ Z-module libre de type fini. On notera qu'on a 

(6.2.6) S Xb[n] B[P] = SveciffK[P]/{7: - e^)), 
ou A = ■&{!) (cf. 15.31 et 15. 131 pour les notations). Posons 

(6.2.7) Lx = Homz(FSP/AZ,Z). 

On identifie Lx au noyau de I'honiomorphisme L ^ Ij donne par y i~> (y, A) (|6.2.3p . On note d le 
rang de Lx- On designe par X° le sous-schema ouvert maximal de X ou la structure logarithmique 
est triviale. On a X° = X x b[p\ B[P^^], qui est un sous-schema ouvert affine de X^. 

Lemme 6.3. (i) Le morphisme f est lisse et sature. 

ill) Le schema X est integre, normal, Cohen- Macaulay et plat sur S . 

(iii) Le schema X est normal. 

(iv) Le schema X (i)^^ k est reduit. 

(v) Le schema (usuel) X Xgrj est lisse surrj, X° Xsr] est I'ouvert complementaire dans X x s rj 
d'un diviseur a croisements normaux D et .y^xliX X577) est la structure logarithmique sur X X577 
definie par D. 

(i) Cela resulte aussitot des hypotheses. 15.251 et i \41\ chap. II 3.5). 

(ii) Les trois dernieres proprietes resultent de (i), ([35] 4.5) et ([33] 8.2 et 4.1 ; cf. aussi [JU] 
1.5.1). Comme de plus X est noetherien et connexe (Ci), il est alors integre. 

(iii) Pour toute extension finie K' de K, d'anneau de valuation ^if, munissons S' — Spec(i^x') 
de la structure logarithmique definie par son point ferme et notons /' : {X\ ^x') ~^ (5", ./#s') 
le morphisme deduit de / par changement de base dans la categoric des schemas logarithmiques 
par le morphisme canonique (S",^s') — {S,^s)- Alors /' est lisse et sature (|5.20|) . et par suite 
X' est normal en vertu de (ii). Comme X' — X ®s S' , I'assertion s'ensuit par passage a la limite 
inductive sur les extensions finies de K contenues dans K ([25] 0.6.5.12(ii)). 

(iv) Cela resulte de (i) et ([41J chap. II 4.2). 

(v) Soit F la face de P engendree par A, c'est-a-dire I'ensemble des elements x ^ P tels qu'il 
existe y S P et n G N tels que x + y = nX ([35] 1.4.2). On note F~^P la localisation de P le 
long de F ([35] 1.4.4). II resulte aussitot des proprietes universelles des localisations de monoi'des 
et d'anneaux que rhomomorphisme canonique Z[P] — > Z[F^^P] induit un isomorphisme 

(6.3.1) Z[P]a ^Z[p-ip]. 

Soient P/F (resp. A) le conoyau dans la categoric des monoi'des de I'injection canonique F ^ P 
(resp. de I'homomorphisme t9: N — > P) (cf. [35J 1.1.5). On a des isomorphismes canoniques 

(6.3.2) A« ^P/P^ (p-ip)«. 
L'homomorphisme canonique 

(6.3.3) Hom(P/P, N) ^ ker(A) n H(P) 

est done un isomorphisme. En tant que somme amalgamee de l'homomorphisme sature et de 
N 0, A est sature ((5?2t . Par suite, P/F est sature (|6.3.2|) . Done en vertu de ([35] 2.2.1), on a un 
isomorphisme canonique 

(6.3.4) P/F ^ Hom(Honi(P/P, N), N). 

La condition 16. 2r Cfi) implique alors que P/F est un monoi'de libre de type fini. Par suite, il existe 
un homomorphisme P/F F^^P qui releve I'isomorphisme canonique P/F ^ (P^^P)' (I6.3.2p . 
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de sorte que rhomomorphisme induit P/F — > l^F ^P] est une carte pour B[F "^P] ([40] 1.3.1). 
On en deduit par (|6.3.ip une carte 

(6.3.5) {Xy.sv,Ji(x\{Xy.sv))-^B[P/F]. 

D'autre part, le schema logarithmique [X^^x) est regulier en vertu de (i) et ([33] 8.2). II resulte 
alors de ([27j 0.16.3.7 et 0.17.1.7) et de la definition ([33J 2.1) que le schema X Xg-q est regulier et 
done lisse sur yy, que X° xsrj est I'ouvert complementaire dans X Xstj d'un diviseur a croisements 
normaux D et que .^^x\{X Xs r]) est la structure logarithmique sur X Xg rj definie par D. 



6.4. Pour tout entier n > 1, on pose 
(6.4.1) = 

qui est un anneau de valuation discrete. On note Kn le corps des Iractions de ffK„ et T^n la classe 
de ^ dans ^k^, qui est une uniformisante de ^k^- pose 5„ = Spec(ffK„) que I'on munit de la 
structure logarithmique definie par son point lerme. On designe par t„ : (S'„, ^s„) ~^ i^j -^s) 
le morphisme canonique et par /,„ ; N — ;> r(S'„,^5^) I'homomorphisme defini par t„(l) = 7r„. On 
notera que /,„ est une carte pour (5„, .-^s„) et que le diagramme 



(6.4.2) 



(S'„,^s„) 



■B[N] 



B 



N] 



est cartesien (cf. I5.3l et 15.131 pour les notations). 

Pour tous entiers m,n > 1, on a Wmn = ccJm ° '^n- On en deduit un morphisme canonique 



..4.3) 



tel que Tmn = Tn °Tm,n- Pour tous cnticrs r, m, n > 1, on a T,- 



Done les schemas 



logarithmiques (Sn, ^5„) pour n > 1 forment un systeme projectif cofiltrant indexe par I'ensemble 
Z>i ordonne par la relation de divisibilite. 



6.5. Pour tout entier n > 1, on pose 

(6.5.1) (X„,^xJ = {X,^x) xb[p],^. B[P] 

et on note p„ : (X„, ^Xr^ {X, ^x) la- projection canonique (cf. 15.31 et [5.131 pour les notations). 
On note aussi (abusivement) p„ : Xn — > X le morphisme de schemas sous-jacent a p„. Alors p„ est 
fini, le schema Xn est affine d'anneau 

(6.5.2) A„ = i?®z[p],^„Z[P], 

et la projection canonique {X^ ^x„) ^ B[P] est stride. Comme le diagramme (|6.4.2p est carte- 
sien, il existe un unique morphisme 



(6.5.3) 



/„ : {Xn , .'#Y„ ) {Sn, .'#S„ ) , 
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qui s'insere dans le diagramme commutatif 
(6.5.4) (X„,^xJ 




On designe par X° le sous-schema ouvert maximal de X„ ou la structure logarithmique 
est triviale. On a X° = X„ x b\p\ S[PSP] et = Spec(if„). 

Pour tons entiers m,n > 1, on a zumn = ^t7m ° '^n- On en deduit un morphisme canonique 

(6.5.5) Pm,„: (Xmn,^'#Js:„„) (^n,^X„) 

tel que pmn = Pn o Pm,n- Pour tous entiers r,m,n > 1, on a prm,n = Pm,n o pr,mn- Done les 
schemas logarithmiques {Xn, -y^x,^) forment un systeme projectif cofiltrant indexe par I'ensemble 
Z>i ordonne par la relation de divisibilite. 

Proposition 6.6. Soit n un entier > 1. 

(i) Le morphisme de schemas usuels Xn — > Sn Xb[n] B[P] deduit de (|6.5.4p est etale, et le 
morphisme de schemas logarithmiques /„ est lisse et sature. 

(ii) Le schema Xn est normal, Cohen- Macaulay et plat sur Sn • 

(iii) Le schema Xn (de^n normal et n'a qu'un nomhre fini de points generiques ; en 
particulier, Xn ®eK„ ™^ somme finie de schemas integres et normaux. 

(iv) Le morphisme Xn ^Gk^ X ®ff^ K deduit de p„ est plat. Si, de plus, X est regulier, 
Pn est plat. 

(v) Si n est une puissance de p, Xn est integre, et I'image inverse de toute composante connexe 



de X ff-j^ par le morphisme canonique Xn 
vi) Les Carres du diagramme commutatif canonique 



K 



^ X' 



ff-j^ est integre. 



(6.6.1) 



Xn 



X 



■ x° 



■X° ■ 



sont cartesiens. En particulier, X° est un torseur pour la topologie etale de X° sous le groupe 

L ®z Pn{K). 

(i) En effet, les carres du diagramme commutatif de morphismes de schemas usuels 
■.6.2) Xn ^ Sn X Bm B[P] ^ B[P] 



X 



Sx, 



B[P] 



B[P] 



deduit de (|6.5.4p sont cartesiens. 
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(ii) Cela resulte de (i) par la meme preuve que l6.3r ii). 

(iii) II resulte de (i) par la meme preuve aue l6.3f iii) que X„ ^Gk^ ^Ti normal. D'autre part, 
comme X„ €5^^^ est plat sur ff-^, ses points generiques sont les points generiques du schema 
Xn ®ffK est noetherien. Par suite, I'ensemble des points generiques de X„ ^-j^ est fini. 
La derniere assertion s'ensuit compte tenu de (f25] 0.2.1.6). En effet, X„ ®ffK„ ^Ti etant normal, 
deux composantes irreductibles distinctes de Xn ®ffK ^'k rencontrent pas. 

(iv) Cela resulte de ([27] 0.17.3.5) car X K est regulier en vertu de l6.3f v). Xn est Cohen- 
Macaulay d'apres (ii) et pn est fini. 

(v) D'apres (j6.6.2p . on a un diagramme cartesien de S'-morphismes 



..6.3) 



Xn Spec(^K„[P]/(^„ - e^)) 



X Spec(^K[P]/(7r - e^)) 



ou 7„ est induit par I'homomorphisme tu„. D'apres (C2), il existe x G Xs- Comme n est une 



puissance de p, le morphisme p„ 



k est un homeomorphisme universel. Done [x) contient 



un seul point que Ton note x„. D'autre part, Xn etant plat sur Sn, tout point generique de Xn 
est un point generique de X„ ®eK„ j done son image par p„ est le point generique de X en 
vertu de (iv). Comme p„ est ferme, on en deduit que x„ est une specialisation de tous les points 
generiques de Xn- Comme Xn est noetherien et normal d'apres (ii), il est integre. 

La preuve de la seconde assertion est similaire a ce celle de la premiere. En effet, on deduit 
facilement de (|6.6.3p un diagramme cartesien de ^-^-morphismes 



(6.6.4) Xn ^ Spec(^5^[P]/(^„ - e^)) 

X ffj^ ^ Spec(^-j^[P]/(^ - e^)) 



D'apres (iii), X ®ff^ 6-^ est une somme finie de schemas integres et normaux; en particulier, il 
n'a qu'un nombre fini de composantes connexes, qui sont alors ouvertes. Comme X est integre 
et plat sur S d'apres [6.3( ii). Gk agit transitivement sur I'ensemble des composantes connexes de 
X ®ej^ ff-j^. Soient Y une composante connexe de X ®ffj^ ffj^, Yn — Pn^iY). Compte tenu de 
(C2), Y ®e-j^ k est non-vide. Soit y ^ Y ^ff-^ k. Comme n est une puissance de p, le morphisme 
a„ ®ff—k est un homeomorphisme universel. Done Pn^iv) contient un seul point que I'on note y„. 
D'autre part, tout point generique de Yn est au-dessus de I'unique point generique de Xn et est 
done au-dessus du point generique de X. Par suite, I'image de tout point generique de Yn par /3„ 
est le point generique de Y. Comme /3„ est ferme, on en deduit que yn est une specialisation de 
tous les points generiques de F„. D'autre part, Yn est une reunion disjointe finie de sous-schemas 
ouverts et fermes qui sont integres et normaux d'apres (iii). II est done integre. 
(vi) Montrons que le diagramme canonique 



(6.6.5) P 

pgp ""^ pgp 
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est co-cartesien. En effet ([35] 1.1.4), la somme amalgamee P^p ©p^^^ P est le quotient de P^p q p 
par la relation de congruence E definie par I'ensemble des paires {{y,x), {y' ,x')) d'elements de 
PSP p telles qu'il existe z, z' g P tels que y + z = y' + z' e P^^ et x + nz ^ x' + nz' G P. II suffit 
done de montrer que E est la relation de congruence definie par rhomomorphisme 

(6.6.6) peP©P-^psP, {y,x)->x~ny. 

Si {{y, x), (y' , x')) G E alors x — ny = x' — ny' . Inversement, supposons x — x' + n{y — y') G P^p. 
Comme P est integre, il existe z^ z' G P tels que y + z = y' + z' G P^p ; on a done x + nz — 
x' + nz' G P, ce qui prouve I'assertion. Par suite, le diagramme 

(6.6.7) P[PSP] ^P[P] 



P[PSP] ^B\P\ 

induit par ()6.6.5p est cartesien. Done les carres du diagramme ()6.6.1I) sont cartesiens. La seconde 
assertion resulte de la premiere et du fait que le noyau de I'isogenie etale tn* : 77[PSP] 77[PSP] 
correspond an Z[G/f ]-module L ®% ^in{K). 

6.7. On note k le point generique de X et P le corps residuel de X en k (i.e., le corps des fractions 
de P). Dans la suite de cet article, on se donne un point geometrique /5 de X^g^ G-^ au-dessus de 
K, autrement dit, le spectre d'une extension separablement close P" de F contenant K. On designe 
par P I'union des extensions finies L de P, contenues dans P°, telles que la cloture integrale de R 
dans L soit etale au-dessus de X° , et par R la cloture integrale de R dans P. 

Pour tons entiers Xmn — > Xn cst fini ct surjcctif. Par suite, en 

vertu de ([27j 8.3.8(i)), il existe un X-morphisme 

(6.7.1) K^YanXn, 

n>l 

ou la limite projective est indexee par I'ensemble Z>i ordonne par la relation de divisibilite. On 
se donne un tel morphisme qu'on suppose fixe dans toute la suite de cet article. L'ensemble des 
entiers n!, pour n > 0, etant cofinal dans Z>i pour la relation de divisibilite, il revient au meme 
de se donner un morphisme 

(6.7.2) K^limX„!, 

n>0 

ou la limite projective est indexee par I'ensemble N ordonne par la relation d'ordre habituelle. 
D'apres [6.6r vi). le morphisme (|6.7.ip se factorise a travers un X-morphisme 

(6.7.3) Spec(P) lim X„. 

n>l 

On en deduit un systeme inductif de P-homomorphismes u„ : An — >■ R, indexe par I'ensemble Z>i 
ordonne par la relation de divisibilite. On note P„ I'image de u„ et on pose 

(6.7.4) Boo = lim P„, 

n>l 

que I'on identifie a une sous-P-algebre de R. On note P„ le corps des fractions de P„ et Poo le 
corps des fractions de Poo. 
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D' autre part, le morphisme (|6.7.3p iiiduit un morphisme 

(6.7.5) Spec(^l^) ^ lim S„. 

n>l 

On peut done etendre les it„ en un systeme induetif de (R ®ff^ ^-^)-homomorphismes 

(6.7.6) vr, : A„ ^e^^ ^ % 

indexe par Tensemble Z>i ordonne par la relation de divisibilite. On note i?„ I'image de Vn et on 
pose 

(6.7.7) i?oo = lim i?„, 

que I'on identifie a une soViS-{R®eK ^7f)-algebre de R. On note F„ le corps des fractions de i?„ 
et le corps des fractions de i?oo- On pose 

(6.7.8) i?poc = lim 

ou la limite projective est indexee par I'ensemble N ordonne par la relation d'ordre habituelle. On 
identifie Rp^ a une sous-(i? ®ff^ £?j^)-algebre de Rao^ et on note Fpo^ le corps des fractions de 
i?poo . 

Proposition 6.8. (i) Pour tout n > 1, Spec(_B„) est une composante connexe ouverte de Xn et 
Spec(i?„) est une composante connexe ouverte de Xn ^Gk^ ^Ti- 

(ii) Les anneaux Bn, Rn {n > 1), Boo, Roo et Rpoo sont integres et normaux. 

(iii) Pour tout n > 0, on a 

(6.8.1) Spec(Bp.) = Xp., 

(6.8.2) Spec(i?p,0 = (Xp. ^1^) X(x«^^^_) Spec(i?i). 

(iv) Les extensions Fn (n > I), F^o et Fp<x> de F sont galoisiennes et on a des homomorphismes 
injectifs canoniques (j6.2.7p 

(6.8.3) Gal(Foo/Fi) ^ iA®2(l), 

(6.8.4) Ga\{Fp^/Fi) ^ iA«>Zp(l), 
le second etant un isomorphisme. De plus, le diagramme 

(6.8.5) Gal(^^o,/Fi) ^ Lx ® Z(l) 



Gal(^;,=e/Fi) ^ Lx (E) Zp{l) 

oil les fleches verticales sont les morphismes canoniques est commutatif. 

D'apres l6.6f vi). pour tout n > 1, le morphisme (j6.7.ip induit un morphisme 
(6.8.6) K^X° (g)K„ K. 

On designe par k„ son image, qui est un point generique de X^ K, et par Kn I'image de 
dans X°, qui est un point generique de X°. On notera que iJ„ est le corps residuel de Xn en K; 
et que Fn est le corps residuel de Xn en k„. 
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(i) Comme Xn est noetherien et normal d'apres [676f ii). Spec(-Bn) est la composante connexe de 
Xn contenaiit k„, qui est evidemment ouverte dans X„. Compte tenu de I6.6( iii). Spec(i?„) est la 
composante connexe de Xn ®eKn ^TT contenant k„, qui est ouverte dans X„ ®^k„ ^'k- 

(ii) Ces anneaux sont clairement integres. Pour tout ?i > 1, Bn et i?„ sont normaux en vertu de 
(i) et l6.6r iiVfiiiV II en est done de meme de Boo: Roo et Rp^. 

(iii) Cela resulte de (i) et I6.6f v). 

(iv) II resulte de l6.6r vi) que pour tout entier n > 1, est une extension galoisienne de F, de 
groupe de Galois canoniquement isomorphe a un sous-groupe de L ®z fJ'ni^'K') ; plus precisement, 
Gal(-ff„/F) est le sous-groupe de decomposition de k„. D'apres l6.6f v). si n est une puissance de 
p, on a 

(6.8.7) Ga\iRn/F) ~L®^ M«(^7f). 

Notons Ln I'iniage de I'homomorphisme canonique F (E)k — >■ Hn, de sorte que L„ est une 
extension galoisienne de F de groupe de Galois un sous-groupe de Gal{Kn/ K). On a alors un 
diagramme commutatif d'extensions de corps 

(6.8.8) H„, ^ F„ 

F L„ Fi 



K ^ Kn ^ K 

ou les homomorphismes F(S$k Kn Ln, Ln^K„K — > Fi et Hn^L^Pi ~^ Pn sont surjectifs. On en 
deduit que Fi est une extension galoisienne de F, de groupe de Galois canoniquement isomorphe a 
un sous-groupe de Gk- Par suite, Fn est une extension galoisienne de F, en tant que composee des 
extensions galoisiennes iJ„ et Fi de F. En particulier, F„ est une extension galoisienne de Fi, de 
groupe de Galois canoniquement isomorphe a un sous-groupe de Gal(i/„/L„). II resulte de l6.6f v) 
que si n est une puissance de on a 

(6.8.9) Gal(F„/Fi) ~ Gal(i?„/L„). 
D'autre part, on a un diagramme commutatif 

(6.8.10) G&\[Hn/F) ^L®^^ln{ffK) 

Gal(L„/F)C G&\{Kn/K) /i„(€?i^) 

ou A„ est le morphisme defini par A G P (|6.2.3[) et les Heches non libellees sont les morphismes 
canoniques. On en deduit que G&\{FnlFi) est canoniquement isomorphe a un sous-groupe de 
ker(A„). Si n est une puissance de p, les isomorphismes (|6.8.7|) et (|6.8.9p et une chasse au diagramme 
(|6.8.10p montrent que 

(6.8.11) Gal(F„/Fi) ~ker(A„). 



La proposition s'ensuit par passage a la limite projective sur n. 



52 



AHMED ABBES ET MICHEL GROS 



6.9. On pose r = Gal(F/F), Too = Gal{F^/F), Tp^e = Gal(Fpoo/F), A = Gal(i^/Fi), Aoo = 
Gal(Foo/Fi), Apoc = Gal(Fpoo/Fi), S = Gal(F/^^co) et Eo = Gal(Foo/Fpoo). 



(6.9.1) 




D'apres IG.Sf iv). Aqo est canoniquemeiit isomorphe a un sous-groupe de L\ 0z ^(1), Apoo est 
canoniquement isomorphe a Lx ®i Zp(l), et Eg est uii groupe profini d'ordre premier a p. 

On designe par I'extension de K contenue dans K telle que Ga\-{K / K~^) soit I'image de 
rhomomorphisme canonique Gal(Fi/i^) — > Gk- Pour que K'^ = K, il faut et il sufSt que X xsrj 
soit integre, ou ce qui revient an meme, connexe. 

6.10. Soit M un Z-Aoo-module discret de torsion p-primaire. Comme lap-dimension cohomolo- 
gique de Eq est nulle ( |37| I cor. 2 de prop. 14), pour tout q > 0, le morphisme canonique 

(6.10.1) H«(Apo=,M^°) ^H«(Aoo,M) 

est un isomorphisme. Par suite, la p-dimension cohomologique de Aoo est egale a celle de A^oo , 
c'est-a-dire, au rang d de Lx p.24p . 

Remarques 6.11. Soient A une Zp-algebre complete et separee pour la topologie p-adique, M un 
A-module complet et separe pour la topologie p-adique. Alors : 

(i) Les homomorphismes canoniques 

(6.11.1) Homz,(Apoo,M) ^Homz(Apo.,M) ^Honiz(Aoo,M) 

sont bijectifs. En efFet, comme la multiplication par p dans Eq est un isomorphisme, pour tout 
homomorphisme ^: Eg — )• M, on a ip{^o) C n„>op"Af = 0. 

(ii) Le morphisme canonique 

(6.11.2) Homz(Aoo, A) ®a M ^ Homz(Aoc, M) 

est bijectif. Cela resulte de (i) car Apoo est un Zp-module libre de type fini. 

(iii) Tout homomorphisme de Aoo (resp. Apoo) dans M est continu lorsque Ton munit Aoo (resp. 
Ap=o) de la topologie profinie et M de la topologie p-adique. En effet, tout homomorphisme 
•ip: Aoo — i> M se factorise a travers un homomorphisme cp: Ap=o M d'apres (i), et ip est 
clairement continu pour les topologies p-adiques. En particulier, munissant M de Taction 
triviale de Apoo , les morphismes canoniques 

(6.11.3) Homz(Ap^,M) ^ Hi„„t(Ap^ , M), 

(6.11.4) Homz(Aoo,M) ^ Hi„„t(Aoo, M), 
sont des isomorphismes. 

Lemme 6.12. Pour tout a G ff-j^, I'homomorphisme canonique (|6.9p 
(6.12.1) Rp^/aRpa. {Roo/aR^ f" 

est un isomorphisme. 
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Soient L une extension galoisienne finie de Fpoo contenue dans Foo, A la cloture integrale de 
Rp^ dans L, G = Gal{L / Fpo^) . Comme on a i?p=o = AOFp^ et A = i?oo HL, les homomorphisnies 
canoniques Rp^/aRp=o — >• A/aA Roo/aRoo sont injectifs. D'autre part, Tordre de G etant 
premier a, p (done inversible dans A), rhomomorphisme 

(6.12.2) iipoc =A'^^ {A/aAf 

est surjectif. L'assertion s'ensuit. 

Lemme 6.13. Les anneaux Ri, Rp<^ , R^o R sont ffc-P^o,ts et les homomorphismes canoniques 
Ri Rpoo J Rpo^ — >• et i?oo R sont injectifs. 

Comme Rp<x et Roo sont normaux d'apres te.Sf iil. on a, pour tout n > 0, 

i?i = (p" Rp^)nRu i?poo = (p" i?^ ) n i?poo et = (p" i?) n R^ . 

On en deduit que les homomorphismes canoniques i?i — > i?poo , i?poo — )> et i?cio — R sont 
injectifs. D'autre part, on a, pour tout n > 0, 

(6.13.1) R^iIp^Ri ^ Ri/p^Ri, 

et de meme pour R^o et R ([TO] chap. Ill §2.11 prop. 14 et cor. 1). Soient x £ Ri tel que pa:; = 0, 
X la classe de x dans (n > 1). Comme i?i est i^c-plat, il results de (|6.13.ip que x £ 

p"~^i?i/p"i?i. On en deduit que a; G n„>op"i?i = {0} puisque i?i est separe pour la topologie 
p-adique. Par suite, p n'est pas diviseur de zero dans et done Ri est i^c-plat ([IJ 1.9.12). Le 
meme argument montre que i?oo, Rp^^ et R sont plats sur ffc- 

Proposition 6.14. L'anneau Ri est normal. 

On note d'abord que i?i est une ff c-st^gehre topologiquement de presentation finie ([JJ 1.10.4), 
et par suite que est une algebre afhnoi'de sur C. 

Montrons que est normal. On identifie i?i au separe complete p-adique de i? = Ri®ff—i?c 

et on note Lp: B Ri I'homomorphisme canonique. Soient q un ideal maximal de p = 

ip~^{c\). En vertu de ([T] 1.12.18), I'homomorphisme canonique Bp iRi)q induit un isomorphisme 
entre les separes completes de ces anneaux locaux pour les topologies dcfinies par leurs ideaux 
maximaux respectifs. Le schema Spec(i?[i]) muni de la structure logarithmique image inverse de 
est lisse sur Spec(C) muni de la structure logarithmique triviale. Par suite, B[^] est normal 
en vertu de ([33] 4.1 et 8.2). Comme B[^] est un anneau excellent, on deduit de ce qui precede que 
les separes completes de en chacun de ses ideaux maximaux sont normaux {^7\ 7.8.3(v)). 

Comme -Ri[^] est un anneau excellent ([5| 3.3.3), ses localises en chacun de ses ideaux maximaux 
sont normaux ([57] 7.8.3(v)). Par suite, est normal ([57] 7.8.3(iv)). 

Pour tout h £ posons 

(6.14.1) |/i|sup= sup^ \h{x)\, 

a:eMax(fli[i]) 
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OU Max(i?i[i]) est le spectre maximal de ou ce qui revient au meme, I'ensemble des points 

rigides de Spf(i?i) ([Ij 3.3.2). C'est une semi-norme multiplicative sur Ri[-^] ([6J 6.2.1/1). Posons 

(6.14.2) Bsup ^{heRi[^]\ |/i|sup < 1}. 

Comme Ri est ^c-plat (|6.13p et que Ri[^] est reduit, on a i?i C i?sup et Bgup est la fermeture 
integrale de Ri dans (iSj 6.3.4/1 et 6.2.2/3). Comme i?i k est reduit d'apres lOT iv) et 

I6.8r il. Ri = Bsnp en vertu de ([S] 6.4.3/4; cf. aussi ^ 1.1). Done Ri est integralement clos dans 
i?i [i] et est par suite normal. 

Theoreme 6.15 (Faltings, |15| § 2b). Pour toute extension finie L de Hoo contenue dans F, la 
cloture integrale de Boo dans L est presque-etale sur B^o (I6.7.4p . 

Corollaire 6.16. L'extension F de F^o est la reunion d'un systeme inductif filtrant de sous- 
extensions finies L de F^o telles que la cloture integrale de R^a dans L soit presque-etale sur R^a 

mm . 

Soient L une extension finie de Hoo contenue dans F, L' I'image de I'homomorphisme canonique 
^oo Offoo L ^ F. D (resp. D') la cloture integrale de R dans L (resp. L'). On salt (|6.15p que D est 
presque-etale sur Boo- Done D Roo est presque-etale sur Roo d'apres ([42J 2.6.4). Par suite, 
D' est presque-etale sur i?oo en vertu de ([42J 2.6.11 et 2.6.4), d'ou la proposition. 

Corollaire 6.17. Pour tout sous-anneau A de Roo, morphisme canonique 

(6.17.1) n],^/^^R^R^nL^^ 

est un presque-isomorphisme. 

Cela resulte de l6J6l et ([14] I 2.4(i)). 

Corollaire 6.18. Soit M un R-module muni d'une action R-semi-lineaire continue de S pour la 
topologie discrete de M . Alors H'(E, M) est presque nul pour tout i > 1, et le morphisme canonique 
(g)_R^ R M est un presque-isomorphisme. 

Soient L une extension galoisienne finie de Foo contenue dans F, D la cloture integrale de Roo 
dans L, G = Ga\{L/Foo), S^, = Gal(F/L). Supposons que D soit presque-etale sur i?oo- Alors D 
est un presque G-torseur sur Roo ([42J 2.10.9). On en deduit par ([42] 2.10.5 et 2.10.8) que, pour 
tout i > 1, H*(G,M^^) est presque nul, et le morphisme canonique '^R^ F) — >■ M^^ est un 
presque-isomorphisme. La proposition s'ensuit par passage a la limite inductive en vertu de l6.16l 

Corollaire 6.19. Soit M un R-module muni d'une action R-semi-lineaire continue de A pour la 
topologie discrete de M. Alors le morphisme canonique W{Aoo, M^) — > H*(A,M) est un presque- 
isomorphisme pour tout i > 0. 

Cela resulte de 16.181 et de la suite spectrale 

(6.19.1) ==ff(Aoo,ff (S,M)) ^ff+^(A,M). 

Corollaire 6.20. Soient (M„)„gN un systeme projectif de R-representations de S p.ip . M sa 
limite projective. On suppose que, pour tout n > 0, M„ est annule par une puissance de p, que 
I'action de E sur Mn est continue pour la topologie discrete et que le morphisme Mn-\-i — >■ Mn est 
surjectif. Alors H^qjjj(E, M) est presque nul pour tout entier i >1. 
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En effet, d'apres p.l0.4p et (|3.10.5p . on a 

(6.20.1) ^ Rhun A/„) ^ H*„„t(E, M) ^ lim ff (E, Af„) ^ 0. 

Pour tout q > I, lim W{T,,Mn) et RMim H«(i;,M„) sont presque nuls en vertu de lOSl et ( [20] 

2.4.2(ii)). Pour tout n > 0, notons C„ le noyau du morphisme surjectif Mn+i — >■ M„, de sorte que 
Ton a une suite exacte 

(6.20.2) M,?+i ^ M„s Hi(S, ■ 

Alors coker('0n) est presque nul d'apres r6.18l On en deduit que R^lim AI^ est presque nul en vertu 
de ([20] 2.4.2(iii) et 2.4.3), d'ou la proposition. 

Corollaire 6.21. Pour tout a £ Vhomomorphisme canonique 
(6.21.1) Roo/aRoo (R/aRf 

est un presque-isomorphisme. 

Soient L une extension galoisienne finie de Foo contenue dans F, D la cloture integrale de 
i?oo dans L, G — Ga.\{L/Foo), Ttq rendomorphisme i?oo-lineaire de D (ou de D/aD) induit 
par X^o-eG Comme on a D = i? n L et Roo — D D F^o d'apres [6T8F ii). les homomorphismes 
Rtxi/aRoo D/aD R/aR sont injectifs. Supposons que D soit presque-etale sur i?oo- Alors D 
est un presque G-torseur sur Roc, en vertu de ([42J 2.10.9). Par suite, le quotient 

{D/aD)^ 
TraiD/aD) 

est presque nul d'apres ([H] 2.10.8). Comme TiaiD) C Roo, I'homomorphisme Roo/aRoo 
{D/aD)'^ est un presque-isomorphisme. La proposition s'en deduit par passage a la limite in- 
ductive en vertu de 16.161 

. . 

Corollaire 6.22. L 'homomorphisme canonique Roo — >■ R est un presque-isomorphisme. 

En effet, Thomomorphisme en question est la limite projective des homomorphismes (r > 0) 
(6.22.1) Roo/p'Roo ^ (R/p'W- 

Cela se verifie aisement ou se deduit de p.l0.5|) . La proposition resulte done de 16.211 et ( [20] 
2.4.2(ii)). 

Corollaire 6.23. Pour tout element non nul a de ff-j^ et tout entier i > 0, les morphismes 
canoniques 

(6.23.1) ff(Apoo,i?p=e/ai?p=e) -> ff(A,i?/ai?), 

(6.23.2) W{Aoo, Roo/aRoo) ^ ff(A,i?/ai?), 
sont des presque-isomorphismes. 

En effet, (|6.23.2p est un presque-isomorphisme en vertu de 16.191 et 16.211 D'autre part, le mor- 
phisme canonique 

(6.23.3) ff(Apoo,i?poo/ai?po.) ^ff(Aeo,i?oo/ai?oo) 
est un isomorphisme d'apres 16.121 et (|6.10.ip . 
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Corollaire 6.24. Pour tout entier i > 0, les morphismes canoniques 

(6.24.1) H^„„t(Ap~,i?^) ^ H^o„t(Aj), 

(6.24.2) }il,,,{A^,RZ) ^ H^o„t(Aj), 
sont des presque-isomorphismes. 

Pour tout entier r > 0, notoiis 

(6.24.3) Vr: ff (Aoo,i?ooMi?oo) ^ W{A,R/p''R) 

rhomomorphisme caiionique et (resp. C'r) son noyau (resp. conoyau). On sait que les ff-j^ 
modules Ar et Cr sont presque nuls d'apres 16.231 Done les ^-j^-modules 

lim Ar, lim C'r, RMim Ar, RMim Cr 

sont presque nuls en vertu de ( [20| 2.4.2(ii)). On en deduit que les morphismes 

lim ^r et R^'^lim -0^ 

sont des presque-isomorphismes, et il en est alors de meme de (|6.24.2p conipte tenu de (I3.10.4p et 
p.lO.Sp . On demontre de meme que (16.24. 1[) est un presque-isomorphisme. 

7. L'extension de Faltings 

7.1. Soient Kq le corps des fractions de W(/c) (|2.3p . ^^k/Ko differente de l'extension K/Kq. 
D'apres ([TH] theo. 1'), il existe une et une unique application ^^^lineaire et Gi^-equivariante 

(7.1.1) cj,:K(^^^I.p{l)^n],_^^^, 

telle que pour tous S Zp(l), a £ ff-j^ et r £ N, si G I^p''{^'k') est I'image canonique de (, on ait 

(7.1.2) 0(p-''a®C) = a-rflog(Cr). 

Elle est surjective de noyau p^^^?-^{l), ou p est un element de de valuation + v{SIk/Ko)- 

7.2. Le morphisme (|6.7.5p induit un ^/^-homomorphisme 

(7.2.1) lim ^ ffj^, 

71>1 

OU la limite inductive est indexee par I'ensemble Z>i ordonne par la relation de divisibilite. Pour 
tout n > 1, on identifie dans la suite ffx^ ^ ^i^e sous-^^f-algebre de ff-^ ; en particulier, on considere 
7r„ comme un element de ff-j^ (|6.4p . On a tti = tt et 7r™„ = 7r„ pour tous m,n > 1. 

Pour tout entier n > 1, il existe un element de que Ton note o?log(7r„), tel que pour 

tout entier m > 1, divisible par p, on ait 

(7.2.2) dlog{nn) ^ ^^^dn„in eflff_/ff^. 



' mn 



En effet, m G 7rmn^if„„, de sorte que m/TTmn G ^K^^, et pour tout to' > 1, on a 
'^1 "Ti / m'-i I toto' 

On prendra garde que I'element (ilog(7r„) ne depend pas seulement de 7r„, mais aussi de I'homo- 
morphisme (j7.2.ip . 
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Pour tous entiers m, n > 1, on a 

(7.2.4) 7r„dlog(7r„) = d7r„, 

(7.2.5) dlog(7r„) = TOdlog(7r„„). 

Comme les morphismes canoniques ^^^^ jg^ sont injectifs ( |18) 2.4 lem. 4), pour 

tout entier n > 1, I'annulateur de dlog(7r„) dans est ti-kG^ ([T5] 2.1 lem. 1). 

7.3. Pour tout entier n> 1, on note N^"^ le monoide au-dessus de N defini par le couple (N, n7„), 
autrement dit, N*^"-' est le monoide N et le morphisme structural N — >■ N^"^ est Thomomorphisme de 
Frobenius d'ordre n de N (|5.3p . On note an'- N^"^ ff-j^ Thomomorphisme defini par a„(l) — Tin. 
On notera N^^-* (resp. ai) simplement N (resp. a). Pour tous entiers m,n > 1, le diagramme 



(7.3.1) 



K 



est commutatif. Les monoides N*-"' forment un systeme inductif indexe par I'ensemble Z>i ordonne 
par la relation de divisibilite ; notons Noo sa limite inductive 

(7.3.2) Noo = limN("). 



Les homomorphismes a„ definissent par passage a la limite inductive un homomorphisme 



(7.3.3) 

Lemme 7.4. Soil n un entier > 1. Alors . 
(i) On a des isomorphismes canoniques 



No 



K- 



(7.4.1) 
(7.4.2) 



ii(^_N('.))/(<?K,N) 



ill) Si p divise n, le noyau du morphisme canonique 

est engendre par d\og{'K) (j7.2.2p . 

(i) On a un diagramme commutatif a carre cartesien 



(7.4.4) 



Spec(^5^) Spec(^-^K]/(r - tt) Spec(^-^[N(")]) 



Spec(^K) 



Spec( 



'K 



ou jn est rimmersion fermee definie par I'equation ^ — 7r„. D'autre part, on a un isomorphisme 
canonique 



(7.4.5) 
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L'isomorphisme (|7.4.ip s'en deduit aussitot. L'isomorphisme ()7.4.2p se demontre par un diagramme 
analogue a (|7.4.4p . 

(ii) Soit Lu G tel que son image dans ]^(„)^/(-^^ pj-j soit nulle. D'apres (|7.4.ip . 

il existe x G i^j^ tel que uj = x{dTTn — ttu) G ® G-^jnGK- Par suite, xi^n G "nG-^^ et 

a; — xdiTn G Gj^dlogl?:) . Inversement, on a 

(7.4.6) rflog(7r) = (n/7r„)(d7r„ - 7r„) S © G-j^/n^K- 

Done I'image de (ilog(7r) par le morphisme (|7.4.3p est nulle en vertu de (|7.4.ip . 
Proposition 7.5. Le morphisme canonique 
(7-5.1) — > ^}ff-j^,N^)/{ffK-t^) 

est surjectif et son noyau est engendre par (ilog(7r). En particulier, le morphisme (j) (|7.1.ip induit 
un morphisme 0-^-lineaire surjectif 

(7-5.2) i?(8)z^ Zp(l) ^ 

de noyau (j: p)^^ ^-^^[l) . 

On notera d'abord que la seconde proposition est une consequence immediate de la premiere et de 
17.11 Montrons la premiere proposition. Par la propriete universelle des modules de 1-differentielles 
logarithmiques, le morphisme canonique 

(7-5-3) hm f^(^_fj(„))/(^^ -> ^(<5'^,N„o)/(€?jf ,N) 

71 >1 

ou la limite inductive est indexee par I'ensemble Z>i ordonne par la relation de divisibilite, est 
un isoniorphisme. II resulte done de I7.4f ii) que le noyau du morphisme (|7.5.ip est engendre par 
dlog(7r). D'autre part, on a un isomorphisme canonique 

(7-5-4) lim ^^J^_N(„))/(^_N) ^^(^?_N^)/(^_N)- 



(7-5-5) fii 



D'apres (|7.4.2p . pour tout entier n > 1, on a 

_ J si (n,p) = 1, 

\ff-M^y)/i0-,n) - I ^^^^ si 

ou kn est le corps residuel de ^k.^- On notera que pour tous entiers m,n > 1, le morphisme 
canonique 

(7-5-6) ^^(^_N("))/(€?-j^/N) ~^ ^(^-f^,N('""))/(<y-j^/N) 

s'identifie a m fois le morphisme canonique fc„ <8)^^^ kmn ®ffKm„ ^IT- deduit que 

)/(^_N) = et par suite que le morphisme (17.5.11) est surjectif. 

Remarque 7.6. Pour tout entier n > 1, I'image canonique de I'element (ilog(7r„) G 

(|7-2-2p dans ^^(<?_n^)/(€?k,n) ^st egale a I'element dlog(l(")) G ^^(^_n(„))/(^^ f,), ou l(") designe 

I'image de 1 par l'isomorphisme canonique N ^ N^"\ En effet, on a dans ]^(p„)-)y(^^ 

(7.6.1) dl0g(^„) - dlog(l(")) = -^{dTTpn - TTpndlogil^P-^^)) = 0. 

On notera que I'egalite dlog(7r„) = (ilog(l''"-') vaut dans pj(7nn))/(^^ j^j pour tout entier to > 1 
divisible par p (mais en general elle ne vaut pas lorsque 771= 1). 
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Lemme 7.7. Pour toute ff-j^-algehre plate A, les ffj^-modules 

(7-7.1) n]f_/ff^®e^A et rj(^_pj^-,/(^^ A 

n'ont pas de m-j^-torsion non nulle. 

Compte tenu de (|7.1.ip et (|7.5.2p . il sufRt de montrer que le ^-^-module A[i]/j4 n'a pas de 
m;j^torsion non nulle. La m^j^torsion etant contenue dans la p-torsion, il suflit encore de montrer 
que le ^-^module A/pA^ n'a pas de m-jj^torsion non nulle. Un calcul de valuations montre que 
^'kIp^'k ^'^ P^^ m-j^torsion non nulle, autrement dit, le morphisme 

(7.7.2) ^kIv^k ^ ffin>i'%/P<%, a; ^ (p^/"a;)„>i 

est injectif. II en est alors de meme du morphisme obtenu par extension des scalaires de a A, 
d'ou I'assertion. 

7.8. Pour tout entier n > 1, on designe par P*^"^ le monoi'de au-dessus de P defini par le couple 
(P, zun), autrement dit, P'") est le monoide P et le morphisme structural P — > P*^"^ est I'homo- 
morphisme de Frobenius d'ordre n de P (|5.3p . On note a„ : p(") — P„ rhomoniorphisme induit 
par le morphisme strict canonique (X„ , ) ^ P [P] (|6.5.ip . Le lecteur se souviendra ici que P„ 
depend du choix du morphisme (|6.7.ip . On notera P^^^ (resp. a\) simplement P (resp. a). Pour 
tous entiers m,n > 1, le diagramme 

(7.8.1) P(") °" ^ Rn 



est commutatif. Les monoides p("' forment un systeme inductif indexe par I'ensemble Z>i ordonne 
par la relation de divisibilite ; notons Poo sa limite inductive. 

(7.8.2) Poo = limP("l 

n>l 

Les homomorphismes a„ definissent par passage a la limite inductive un homomorphisme 

(7.8.3) ttoo: Poo -^Poo. 

On note encore ttoo : Poo — P le compose de aoo et de I'injection canonique Poo R- 
Pour tout t G P, on note f*^"^ S P*-"-* son image par I'isomorphisme canonique 

(7.8.4) P^P'-''\ 
On a done, pour tous m,n > 1, 

(7.8.5) (t(""))" gPoo. 
Proposition 7.9. (i) La suite canonique 

(7.9.1) f^(fl^P)/(^^,N) -^OO -> ^(fl^,P^)/(^?-j^,N) ~^ ^Uoo:Poo)/(fll,P) ^ 

est exacte. 

(ii) Pour tout entier m > 0, le morphisme 

(7.9.2) Hom(p-'"Z/Z, ^In^^p^y^R.^p)) ^ ^\R^P)/(ff,.n) ®R (i^oo/p^Poo) 
deduit de (j7.9.ip par diagramme du serpent est un isomorphisme. 
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(iii) // existe un isomorphisme Roo-lineaire canonique 
(7.9.3) (PSP/AZ) ®z (i?oo[^]/i?oo) ^ ^U^,P^)/iR,,py 

(i) D'apres l6.8f i). on a un isomorphisme canonique 

('''•9.4) f^(ijj^p)/(<y_N) ^(_R,,P)/(<yir,N) ®R -Rl- 

D' autre part, on a un isomorphisme canonique 

C^-^-^) 1™ ^(fl«,P("))/(<5'y,N) ~^ ^(-Roo,Pco)/(<?-j^,N)i 

ou la hmite inductive est indexee par I'ensemble Z>i ordonne par la relation de divisibilite. II sufht 
done de montrer que pour tout n > 1, le morphisme canonique 

(7.9.6) f^(i^j^p)/(^_N) Rn f^(fl;^_p(,i))/(^_N) 

est injectif. Rappelons que Spec(i?„) est une composante connexe ouverte de X„ ®eKn ^TT l|6.8p . 
que le morphisme canonique X Spec(^j<-[P]/(7r — e^)) est etale (|6.2.2p et qu'on a un diagramme 
cartesien de ^-^-morphismes (|6.6.4p 

(7.9.7) X„ ®ff^^ ^ Spec(^y[P(")]/(^„ - e^'"')) 



7k •^K 



Spec(^-^[P]/(^ - e^)) 



ou a(") est r image de A dans P*^"^ par I'isomorphisme (|7.8.4p . Considerons le diagramme commu- 
tatif a Carres cartesiens 



(7.9.8) Spec(^5^[p(")]/(^„ - e^'"' )) 



■Spec(^1^[p(")]/(7r-e"^*"')) 



Spec(^-^[P]/(^ - e^)) 



Spec(^7^[p(")]) 



Spec(^?^[P]) 



On a un isomorphisme canonique 



(7.9.9) 



(<?-j^[P],P)/(<?^[N],N) 



Spec(^-^) 



^ (PSP/AZ) <E>z^-k[P], 



■ Spec( 



K 



tel que pour tout x € P . I'image de c?log(a;) soit la classe de x dans P^^ /XL. Par suite, le morphisme 

^(€?-j^[p],p)/(€y-j^[N],N) ®e—[P] '^Tfl-f'^"''] ^ ^(^7^[p<")].p<"))/(€y^[N],N) 

induit par zn* s'identifie au morphisme i^?'-j^[p(")]-lineaire 

(7.9.10) (PSP/AZ) ®z ^7r[P("^] ^ (PSP/nAZ) ®z ^7^[P(")] 

deduit de la multiplication par n sur PSP. 

II resulte du diagramme (|7.9.8p et de ce qui le precede qu'on a un isomorphisme canonique 

(PSP/nAZ) 0z Rn 



(7.9.11) 



A ® TTnRn 



"(fl„,P("))/(^— ,N)' 
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ou A designe la classe de A dans P^P/nAZ. On en deduit un morphisme surjectif canonique 

(7.9.12) f^[«„,p(„))/(^^,N) ^ {P'-Vm ®Z Rn- 

D'apres (|7.9.10p . le compose des morphismes (|7.9.6p et (|7.9.12p s'identifie au morphisme de multi- 
plication par n sur (P^p/XZ) Rn, qui est injectif puisque le sous-groupe de torsion de P^^/XZ 
est d'ordre premier a p et que i?„ est plat sur Zp. Par suite, le morphisme (|7.9.6p est injectif. 

(ii) II suffit de montrer que la multiplication par dans fljj^ p )/(^_ pj) est un isomorphisme. 
Pour tons entiers n,n' > 1, on a un diagramme commutatif 

(7.9.13) {PSP/nXZ) ®z Rn *- (PSP/nn'AZ) ®z Rnn' 



ou les Heches verticales sont les morphismes surjectifs deduits de (|7.9.1ip . u„.„„' est le morphisme 
canonique et la fleche horizontale superieure est induite par la multiplication par n' dans P^p et 
I'homomorphisme canonique i?„ Rnn'- On en deduit que 

(7.9.14) Un,nn'(f^(p^^ p(„))/(^_N)) C n ' f^^p^^, p(„„') p^) ■ 

Par suite, la multiplication par dans fij^ p yi^0_j^'j est surjective. 

Soit oj € ^l^p p •)/(-^_f^-) tel que p™uj = 0. II existe alors n > 1 tel que ui £ il^p p(ti))/(^_n) 
et que p™a; = dans 17^^ p(»i))/(^_n)- Considerons la suite exacte canonique 

(7.9.15) i^(^_N("))/(^_N) ®ffT^Rn ^^(p^^^p(n))/(^_N) > f^(p,^ _p(,^) N(")) ^ 0- 

Le i?„-module fij^ p(n))/(^_ ^(n)) est libre de type fini en vertu de I6.6r i) et 16.8( 1). II est done 
Zp-plat. Par suite, oj est dans I'image de II resulte alors de (|7.5.5p et (I7.5.6P qu'il existe n' > 1 
tel que I'image de oj dans fij^^ p(ti„'))/(^_ n) nulle. Done lu est nul dans fl^p p y^ff_jqy 
(iii) On a un isomorphisme canonique 

C^-^-l^) ^(fl„,P("))/(/?l,P) ~^ ^(Poo,Poo)/(Pl,P)' 

TI>1 

OU la limite inductive est indexee par I'ensemble Z>i ordonne par la relation de divisibilite. Pour 
tout entier rt > 1, il resulte du diagramme (|7.9.8p et de ce qui le precede qu'on a un isomorphisme 
canonique 



(7.9.17) M„ = 1^!!^^ ^ 



A (g) TTnRn 

OU A est la classe de A dans P^^ / nP^P . On note c?log(A'-"'') I'image de A 1 dans M^, ce qui se 
justifie par I'isomorphisme (j7.9.17p . Pour tout entier m > 1, la multiplication par m dans P^p 
et I'homomorphisme canonique _R„ — )■ Rmn induisent un morphisme Af„ — > M^n- Les (M„)„>i 
forment un systeme inductif pour la relation de divisibilite, et on a un isomorphisme canonique 



Soit n un entier > 1. On a dans A/p„ 



(7.9.19) dlog(A(")) =pdlog(A(f")) = ^7rp„dlog(A(f")) = 0. 

pn 



7T. 
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Par suite, pour tout entier m > 1 divisible par p, le compose des morphismes canoniques 

(7.9.20) (psp/npgP) Mn ^ M„„ 
se factorise a travers un morphisme i?„-hneaire 

(7.9.21) iV„ = ((PSP/AZ)/n(PSP/AZ)) ®z P„ Af,„„. 
D'autre part, on a un morphisme surjectif canonique 

(7.9.22) M„„ ^ ((PSP/AZ)/mn(PSP/AZ)) ®z 

Le compose de (|7.9.2ip et (|7.9.22p est induit par la multiplication par m dans P^p/AZ et par 
I'homomorphisme canonique P„ — > Rmn- Comme le sous-groupe de torsion de P^^ /XL est d'ordre 
premier a p et que Rn est Zp-plat, la multiplication par m induit un morphisme injectif 

((P«P/AZ)/n(psP/AZ)) <8z Rn ^ ((PSP/AZ)/mn(P8P/AZ)) ®z i?n. 

Comme P„ est integre et normal d'apres fG.Sf ii). I'homomorphisme canonique 

Rn/mnRn Rmn/mnRmn 

est injectif. On en deduit que le morphisme (|7.9.2ip est injectif. 

Pour tous entiers m,n> 1, la multiplication par m dans P^p/ AZ et I'homomorphisme canonique 
Rn — ?> Rmn iuduisent un morphisme Nn — > N,nn- Les {Nn)n>i forment un systeme inductif pour 
la relation de divisibilite. Par passage a la limite inductive sur les morphismes (|7.9.2ip . d'abord 
relativement aux entiers m > 1 multiples de p, puis aux entiers n> 1, on obtient un isomorphisme 

(7-9.23) lim7V„^r![^^_P^)/(^^^P). 

II est clair que le morphisme canonique 

(7.9.24) lim Nps lim iV„, 

ou la premiere limite inductive est indexee par I'ensemble N ordonne par la relation d'ordre habi- 
tuelle, est un isomorphisme. La proposition s'ensuit. 

Corollaire 7.10. Les ff-j^-modules fij^ p y(^jj^ et fl^j^ p y^j^^ ®-Roo R n'ont pas de va-j^- 
torsion non nulle. 

II suffit de calquer la preuve de 17.71 en tenant compte de (|7.9.3I) et du fait que Poo et R sont 
^■^plats ([TU] chap. VI §3.6 lem. 1). 

Corollaire 7.11. Tout element de Q}„ „ p-, fresp. i}]— „ , ) est annule par une puis- 

sance de p. 

Considerons la suite exacte 

D'apres l6.8r i). on a un isomorphisme canonique 

(7.11.2) n'pjp 4 ®e- Pi. 

D'autre part, tout element de f2|p p j/^p^ p) est annule par une puissance de p d'apres (j7.9.3p . 
et il en est de meme de (17. ip . Par suite, tout element de 17^^ p ■)y(p p) est annule par 

une puissance de p. Comme le morphisme canonique 
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est un presque-isomorphisme en vertu de 16.171 et ([32J 1.7), on en deduit que tout element de 
n N ;/n ON 6st annule par une puissance de p. 

Remarque 7.12. L'isomorphisme (|7.9.2p peut se deduire aussi de risomorphisme (|7.9.3p comme 
suit. On notera d'abord qu'on a un isomorphisme canonique 

(7.12.1) (psp/AZ) ®2 i? ^ ^\R,P)/iff^,ny 

Pour tout entier m > 0, la p^-torsion de -Roo[^]/-Roo est canoniquement isomorplie a Roo/p™Roo- 
Comme le sous-groupe de torsion de P^^ /XL est d'ordre premier ap, (j7.9.3p induit un isomorphisme 

(7.12.2) (PSP/AZ) (i?oo/p™i?oo) ^ Hom(p-™Z/Z, f^(fl,^,P^)/(fl,,P))- 
II ressort de la preuve de 17.91 que celui-ci est I'inverse de Tisomorphisme (|7.9.2p . 
Proposition 7.13. (i) Le noyau du morphisme canonique 

('''•13.1) ®ff—Roa ^(_R„,P^)/(fl,P) 

est engendre par d\og{'K) (|7.2.2p . 

(ii) La suite de morphismes canoniques 

(7.13.2) N) ®e—Rco ^\r^,p^)/(r,p) ~^ ^Ir^,p^)/(b.uP) ~^ ^ 

est exacte et scindee. 

(i) On a un isomorphisme canonique 

('''■l"^-^) 1™ ^(i?„,P("))/(ii,P) ~^ ^(-Rcx,,Poo)/(-R,-P)' 

n>l 

ou la limite inductive est indexee par I'ensemble Z>i ordonne par la relation de divisibilite. II suffit 
done de montrer que pour tout entier n > 1 tel que p divisie n, le noyau du morphisme canonique 

(7.13.4) (i)ff—Rn -> ^^(p„^p(».))/(p,p) 

est engendre par (ilog(7r). Par fonctorialite, ce morphisme se factorise a travers le morphisme 
canonique 

(7.13.5) f2(^_N(„))/(|5'^^N) ^e-^Rn ^(P„,P("))/(P.P)- 

II resulte done de l7.4( ii) que d\og{n) appartient au noyau du morphisme ()7.13.4p . 

Montrons inversement que le noyau du morphisme (|7.13.4p est contenu dans log(7r). Rap- 
pelons que Spec(i?„) est une composante connexe ouverte de Xn ®eKn (EH) et qu'on a un 
diagramme cartesien de ^J'/f-morphismes (j6.6.4p 

(7.13.6) X„ ®e^^ ^ Spec(€?-^[P(")]/(^„ - e^'"')) 



Y 

X Spec(^K[P]/(^ - e^)) 
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A(") est r image de A dans P^"' par risomorphisme (|7.8.4p . Coiisideroiis le diagramme commu- 
tatif a carre cartesien 

(7.13.7) Spec(^y[p(")]/(7r„ - e^*"')) ^ Spec(^y[p(")]/(7r - e"^'"')) ^ Spec(^?'y[P(")]) 

□ 

Spec(^^^[P]/(7r - e^) Spec(^K[P]) 

On a un isomorphisme canonique 

(7.13.8) f^J^^[p(„,],P(.,)/(^,[Pi,P) ^ {P^^/nP^^) ®z ^■^[P(")] ® n^^^,^^ ^k[P^% 
On en deduit un isomorphisme 

^ (P^P/nPgP)0zi^„®»^,^/^,^^^P. 

(7.13.9) i^(H„,P(^))/(«,P) ^ (A®7r„-rf.„)P„ 

on A est la classe de A dans PSP/nPSP. On notera pour la preuve de (ii) que pour tout entier 
TO > 1, le morphisme canonique 

(7.13.10) ^(fl„,p("))/(_R,p) ~^ ^(p,„„,p("'"))/(p,p) 

est induit par le morphisme de multiplication par m dans P^p, par I'identite de et par 

I'homomorphisme canonique P„ — ^ Rmn- 

Soit u! G ®^-w tel que son image par le morphisme (|7.13.4p soit nulle. D'apres 

(|7.13.9p . il existe x G P„ tel que 

(7.13.11) LU ^ x(\ (g) TTn - dTTn) G {P^"^ /uP^"^) (g)^ Rn ® ^ff-/ ff^ (E) ff^ Rn- 

Par suite, A (g iTnX — dans {P^^ /nP^^) g)z Rn- Comme le sous-groupe de torsion de P^^ /XL est 
d'ordre premier a p et que P„ est plat sur Zp, I'homomorphisme 

(7.13.12) (AZ/nAZ) (g)z P„ ^ (P^P/nPSP) ®z Rn 

est injectif. On en deduit que 7r„a; G nP„. Done x G (n/7r„)P„ car p divise n et i?„ est plat sur 
ff-j^ en vertu de l6.6f ii) et I6.8f i). II resulte alors de (|7.13.11l) que w = —xdwn G i?„(ilog(7r). 
(ii) D'apres 16. Sr i). on a un isomorphisme canonique 

(7.13.13) n],^/j, ^ n],_/^^ Pi. 

Done la suite (|7.13.2p est exacte en vertu de (i). 17.51 et de la suite exacte canonique 

(7.13.14) ^Pi/p ®Ri Roo ^Ir^,p^)/{r,p) ^(Poo,Poo)/(fli,P) ~^ ^• 
II reste a construire un scindage de (|7.13.2p . On a un isomorphisme canonique 

(7.13.15) hm f^(p„,p(,.))/(_Rj,p) ^ ^(P.„o,p^)/(P.i,P)' 

n>l 

OU la limite inductive est indexee par I'ensemble Z>i ordonne par la relation de divisibilite. Done 
compte tenu de I'isomorphisme (|7.13.3p . il suffit de construire pour tout entier n > 1 tel que p 
divise n, un inverse a droite du morphisme canonique 

(7.13.16) ^(p„,p("))/(p,p) ^(p„,p("))/(Pi,p)' 

tel que la famille de ces inverses a droite soit un morphisme de systemes inductifs. 
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II resulte du diagramme ()7.9.8p et de ce qui le precede qu'on a un isomorphisme 

ou A est la classe de A dans P^^ /nP^^. Pour tout entier to > 1, le morphisme canonique 

(7.13.18) ^(fl„,p("))/(_R,,p) ~^ ^(p„„,p(""))/(p,p) 

est induit par le morphisme de multiplication par m dans P^p et par I'liomomorphisme cano- 
nique Rn Rmn- Comptc tenu de (|7.13.9p et (|7.13.17p . le morphisme (|7.13.16p est induit par la 
projection canonique 

(7.13.19) (FSP/nP«P) ®z Rn ® f^Jy^/^^ Rn ^ (P^^/nPSP) ®z Rn- 

Comme le sous-groupe de torsion de P^p /XZ est d'ordre premier a p et que i?„ est plat sur Zp, le 
morphisme i?„-lineaire 

(7.13.20) Rn -> ®Z Rn 

defini par A, admet un inverse a gauche _R„-lineaire u: P^'^ ®j^Rn — > Rn- Considerons le morphisme 

(7.13.21) w„ : PSP ®z i?„ ^ (peP/nP^P) ®z i?„ © ^ff^/ff^ Rn 
defini pour x € P^p Rn, de classe x dans {P^p /nP^^) ®z Rm par 

(7.13.22) Wri(a;) = x - dlog(7r„) ® u(a;), 

ou dlog(7r„) est I'element de ^^^^^ defini dans (|7.2.2p . Compte tenu de (|7.13.9p . Vn induit un 
morphisme i?„-lineaire 

(7.13.23) Wn-. ^'^P^zi?™ ^^^(fl„,pM)/(fl,p)• 

Pour tout t G P^P, on a Wn{nt) = — nu(i)(ilog(7r„) ~ — u(i)dlog(7r) (|7.2.5p . Comme p divise n, 
I'image de dlog(7r) dans r2|^^ p('>))/(pp) nulle d'apres la preuve de (i) ; done Wn{nt) = 0. 
D'autre part, en vertu de (|7.2.4p . on a 

(7.13.24) Wn(A (g) 7r„) = A (g) 7r„ - 7r„dlog(7r„) = A ® 7r„ - d7r„ = 0. 
Par suite, compte tenu de (|7.13.17p . Wn induit un morphisme P„-lineaire 

(7.13.25) ujn- ^(fl„,p("))/(Pi,p) ^(p„,p("))/(p,p)' 

inverse a droite du morphisme canonique (j7.13.16p . Comme TO(ilog(7r,„„) — (ilog(7r„) pour tout 
TO > 1, les ujn forment un morphisme de systemes inductifs pour la relation de divisibilite, ce qui 
acheve la preuve. 

7.14. II existe une unique application 

(7.14.1) ( , ) : Foe X Poo ^ Moo(^ir) = lim Mn(^7r)' 

n>l 

ou la limite inductive est indexee par I'ensemble Z>i ordonne par la relation de divisibilite, telle 
que pour tout g £ Too et tout x G P^"^ (n > 1), on ait {g,x) G ^„(^-j^) et 

(7.14.2) g{aoo{x)) = {g,x) ■ aoo{x), 

ou aoo est I'homomorphisme ()7.8.3p . En effet, Poo est integre, aao{x) en vertu de la condition 
(C5), et on a aoo (a;)" = C({x) G R, qui est done invariant par Poo- Pour tout g G Tqo, I'application 
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X ^ (.9,2;} est un morphisme de mono'ides de Poo dans ^ooi^'x)- Pour tout x e Poo, I'application 
g I—)- {g^x) est uii 1-cocycle, autrement dit, pour tous g^g' e Too, on a 

(7.14.3) {gg',x)^g{{g\x))-{g,x). 

Soit n un entier > 1. Rappelons qu'on a un isomorphisme canonique ~ P (|7.8.4p et 

que est canoniquement isomorphe a un sous-groupe de Lx ^(1) (|6.8.3p . On a done un 
homomorphisme canonique Aqo P ®z fJ-ni^j^)- D'apres l6.6r vi). le diagramme 

(7.14.4) Ao, X — ^ Mn(^ir) 



ou la fleche oblique est induite par I'accouplement canonique L ®z P^^ ^ est commutatif. 

7.15. II existe une unique application 

(7.15.1) ( , ): X Noo ^ Moo(^-r), 

telle que pour tout g G Gk et tout x G N^"-* (n > 1), on ait {g,x) G Mn('^/r) 

(7.15.2) g{a^{x)) ^ {g,x) ■ aoo{x), 

ou Ooo est I'liomomorphisme (|7.3.3p . Identifiant N'^"-' et N par risomorphisme canonique N^"-' N, 
la relation (|7.15.2p devient g{TT^) — {g, x)-TTf^. L'application (|7.15.ip verifie des proprietes analogues 
a celles de (|7.14.ip . D'ailleurs, le diagramme 

(7.15.3) TooxNoo ^TooxPoo 

xNoo^^/ioo(^7r) 

ou les Heches non-libellees sont les homomorphismes canoniques est commutatif, ce qui justifie la 
meme notation. 

7.16. Soit la structure logarithmique sur Spec(i?oo) associee a la structure pre-logarithmique 
definie par (PoojCkco) (17. 8p . Pour tout g G Too, notons Tg I'automorpliisme de Spec(Poo) induit par 
g. La structure logarithmique t*(^oo) sur Spec(Poo) est associee a la structure pre-logarithmique 
definie par (Poo, 5 ° ckco)- L'homomorphisme 

(7.16.1) Poo ^ r(Spec(Poo),-^oo), x^{g,x)-x 
induit un morphisme de structures logarithmiques sur Spec (Poo) 

(7.16.2) Ug-. T*{^oo) -> ^OO- 
De meme, en vertu de (|7.14.3p . l'homomorphisme 

(7.16.3) Poo ^r(Spec(Poo),r;(^oo)), x ^ g{{g-\x)) ■ x 
induit un morphisme de structures logarithmiques sur Spec (Poo) 

(7.16.4) 6g: .^oo ^t;(^oo). 

On voit aussitot que ag et bg sont des isomorphismes inverses I'un de I'autre (|7.14.3p . et que 
l'application g ^ {Tg-i,ag-i) est une action a gauche de Too sur (Spec(Poo), ^oo)- 
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On note ^ la structure logarithmique sur Spec(i?) image inverse de ^oo- Alors Taction prece- 
dente se releve en une action a gauche de F sur (Spec(i?), ^). 

Soit ,jV^ la structure logarithmique sur Spec(if?'-^) associee a la structure pre- logarithmique 
definie par (Noo,aoo) (|7.3.3p . De meme, rapplication (|7.15.ip definit une action a gauche de Gk 
sur le schema logarithmique (Spec(^-^), ./(^)- 

Soit la structure logarithmique sur Spec(-Ri) associee a la structure pre-logarithmique definie 
par (P, a) (|7.8p . Pour tout g G Gal(i^i/F), notons Ug I'automorphisme de Spec(i?i) induit par g. La 
structure logarithmique sur Spec(_Ri) est associee a la structure pre-logarithmique definie 

par (P, 5 o a). Comme g o a = a, on en deduit un isomorphisme canonique 

(7.16.5) Cg-. u*j{.£) ^ . 

L'application g H> (wg-i,Cg-i) est une action a gauche de Gal(Pi/F) sur le schema logarithmique 
(Spec(i?i),^). 

Soit .jV la structure logarithmique sur Spec(^y) associee a la structure pre-logarithmique definie 
par (N, a) (|7.3p . On definit de meme une action a gauche de Gk sur le schema logarithmique 
(Spec(^-^),^). 

On notera que tons les morphismes du diagramme commutatif 

(7.16.6) (Spec(i?),if) ^ (Spec(i?„o),-#oo) ^ (Spec(^-j^), ^^o) 



(Spec(i?i), ^) (Spec(^i^), ^) 

sont F-equivariants. 

7.17. On note S^a la i?oo-representation de Fqo definie par 

(7.17.1) = Hom((Qp/Zp,r!i^^_P^)/(^_P)) Zp(-l), 

ou Paction de Fqo provient de son action sur 17^^ p y^j^ (j7.16p . Compte tenu de l7.5l et l7.9f ii). 
appliquant le foncteur Hom(Qp/Zp,— ) (g)^^ Zp(— 1) a la suite exacte scindee (|7.13.2p . on obtient 
une suite exacte de i?oo-representations de Foo 

(7.17.2) {t:p)-^rZ ^ ^(j?,p)/(<?^,n) ®R ^(-1) ^ 0, 

ou Ton a ecrit [tt p)^^ Roo an lieu de {'Kp)^^i)'c ®ec Roo, ce qui est justifie puisque R^o est i^p-plat 
(|6.13p . On notera que fJ^^p p)/(ffi^ n) ™ i?-module libre de type fini. Pour alleger les notations, 
on pose 

(7.17.4) f^^p/^^ = h'n]i,e,^, {i>l). 

La suite ()7.17.2p . comme la suite (|7.13.2p . sont scindees en taut que suites de i?oo-modules (sans 
actions de Fqo). 
On designe par 

(7.17.5) 5: ®n%^^\,,,,{l\^,{-Kp)-^R:,){\) 

le bord de la suite exacte longue de cohomologie obtenue en appliquant le foncteur F(Aoo,— )(1) a 
la suite exacte (|7.17.2p . On montrera ulterieurement que (i?oo)^°° = R\ (18.1611 . 
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7.18. Pour tout C G 2p(l)j on designe par d\og{C) I'element de fS'oo(l) defini par 

(7.18.1) dlog(C)(p-")-dlog(C„), 

ou C„ est I'image canonique de C dans /ip"(^-jf). II est clair que dlog{() est I'image de 1 (g) C par 
I'injection (7rp)-i^(l) (?oo(l) (|7.17.2j) . 

Pour tout t G P, on designe par o?log(i) I'element de (^'oo(l) defini par 

(7.18.2) dlog(f)(p~") = rflog(t(f")), 

ou est r image de t dans p(p") par I'isomorphisme (|7.8.4p . Get element est bien defini en vertu 
de (|7.8.5[) . II est clair que I'image de d\og{t) dans fl^^^g,^ (E)ji i?oo est c?log(t). 

D'apres (|7.6p . pour tout n > 0, c?log(A)(p^") est I'image canonique de I'element dlog(7rpn) g 
(|7:^ dans f^(i?^,p^)/(fl,P)- En particulier, dlog(A) e (7rp)-ip^(l) C ^oo(l) (|7.17.2p . 

L'application P ^oo(l) definie par i i— dlog(i) est un homomorphisme ; elle induit done un 
honiomorphisme que Ton note aussi 

(7.18.3) PSP -> (foo(l), t^dlogit). 
Celui-ci s'insere dans un digramme commutatif 

(7.18.4) *-ZA *-PSP *-pgP/ZA *- 



^ (^p)~'Poo(l) ^ ^oo(l) ^ ^]^^/(,^ ®R Ro. ^ 

ou la fleche verticale de droite provient de I'isomorphisme canonique (|7.12.ip . II est utile de noter 
aussi 

(7.18.5) dlogiPSP^f^i,/^^, 
I'homomorphisme induit par la derivation logarithmique dlog: P — > fl^^^^. 
7.19. Soit t E P. On designe par 

(7.19.1) Xt:roo^Zp(l) 
l'application qui a tout g G Poo associe I'element 

(7.19.2) xt(5) = lini 

ii>0 

ou est r image de t dans p(p") par I'isomorphisme (|7.8.4p et {g,t^^^^) G Hp^{^-j^) est defini 
dans (|7.14.ip . D'apres (|7.14.3[) . pour tons g,g' e Too, on a 

(7.19.3) Xt{99')^9{Xt{9'))Xt{9)- 

Done la restriction de xt a- ^oo est un caractere a valeurs dans Zp(l) ; on le note xt ■ ^oo — ^ Zp(l). 
On a clairement xo = 1, et pour tons t, t' G P, 

(7.19.4) xtt'^XfXt'- 

Par suite, l'application P — !> IIom(Aoo, Zp(l)) definie par t i—^ Xt est un homomorphisme. Elle 
induit done un homomorphisme que Ton note encore 

(7.19.5) pgP ^Hom(Aoo,Zp(l)), t ^ xt- 
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Comme xa = 1, on en deduit un homomorphisme 

(7.19.6) FSP/2A^Hom(Aoo,Zp(l)). 
D'apres (|7.14.4p . ce dernier est egal au compose 

(7.19.7) pgP/ZA ^ Honi(LA ®z Zp(l), Zp(l)) ^ Honi(A^, Zj,(l)), 

oil la premiere fleche est induite par le morphisme canonique (de bidualite) ()6.2.7p et la seconde 
fleche par le morphisme canonique v: Aqo L\ ®i Zp(l) (j6.8.3p . Rappelons que v induit un 
isomorphisme Apoo — >■ L\ ®i Zp(l) et qu'on a un isomorphisme canonique (|6.11.ip 

Homz^ (Apoo , Zp(l)) ^ Homz(A„o, Zp(l)). 

Comme le sous-groupe de torsion de P^'^ jl^X est d'ordre premier a p, I'liomomorphisme (|7.19.6p 
induit done un isomorphisme 

(7.19.8) (PSP/ZA) ®zZp ^ Hom(Aoo,Zp(l)). 

On en deduit, compte tenu de (|7.12.1I) et (|6.11.2p . un isomorphisme i?i-lineaire 

(7.19.9) 1: ®rRi^ llom{A^,Ri{l)). 

7.20. II resulte aussitot des definitions que, pour tons < S P et g e Too, on a 
(7.20.1) 9{d\og{t)) = dlogit) +dlog{xt{9)). 

Comme les deux membres de I'equation sont des homomorphismes de P dans (§"{!), I'egalite vaut 
pour tout t G psp Par suite, le diagramme 



(7.20.2) 



Ri 



Hom(Aoo,i?i(l)) 



Hj„„t(Aoo, (7rp)-iPoo(l)) H,U(Aoo,i?i(l)) 

ou S est le morphisme (|7.17.5p . 5 est le morphisme (|7.19.9p et la fleche horizontale inferieure est 
induite par I'injection canonique Pi — > (Trp)~^Rca, est commutatif. En effet, comme ft]^^^^ est 
engendre sur R par les elements de la forme d log(f) pour t S P, il suffit de montrer la commutativite 
de ce diagramme pour ces elements, ce qui resulte de (|7.20.ip . 

7.21. Considerons le diagramme commutatif de morphismes canoniques 



(7.21.1) f^i 



n 



(i?oo,Poo)/(i?.,-P) 



{B.,P^)/{R,P) 



R- 



(fl.Poc)/(«l,P) 



Comme la suite (|7.13.2p est exacte et scindee, u est injectif. D' autre part, le noyau de a est 
annule par m;^^ en vertu de 16.171 et (|5.21.ip . Par suite, le noyau de u' est annule par m^^. Comme 
^(^—N )/{ffK N) P^^ m-j^torsion non nuUe d'apres [7.71 u' est injectif. 
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Appliquant le foncteur "module de Tate" Tp(— ) ~ Hom((Q)p/Zp, — ) au diagramme ci-dessus, on 
obtient un diagramme commutatif 
(7.21.2) 



Tp(a) 



Comme la suite (|7.13.2p est exacte et scindee, v est surjectif. D'autre part, le noyau et le conoyau 
de b sont annules par m-j^, et fij^ p y(^jf_^ ®R^ R ii'^ P^s de m-j^torsion non nuUe en vertu de 
17.101 Par suite, h est injectif, et done Tp(6) est un isomorphisme. II s'ensuit que v' est surjectif et 
que Tp(a) est un isomorphisme. 

II resulte de (|7.5.2|) que le morphisme canonique 

est un isomorphisme. De meme, il resuhe de ()7.9.3p que le morphisme canonique 

(7.21.4) '^v{^\r^,P^)/(R^,P)) ®rZ^^ "^P^^\R^.P^)/(R^,P) R) 

est un isomorphisme. Par suite, le morphisme canonique 

(7.21.5) ^p{^\r^,p^)/(r,p)) ®rZ R ^ ^p(^Ir^,P:^)/{R:P) ®-Roo 
est un isomorphisme. 

7.22. On note (o la i?-representation de F definie par 

(7.22.1) ^ = Hom(Qp/Zp, ^^^^^^^^^ Zp(-l), 

ou Paction de T provient de son action sur fij— ()7.16p . II resulte de l7.21l et (|7.17.2p qu'on 

t -ft., -Too ) / \ ) 

a une suite exacte canonique de i?-representations de T 

(7.22.2) ^ {T^py^t -^S ^ ®R T{{-1) ^ 0, 
dite extension de Fallings. On a un isomorphisme de /^-representations de T 

(7.22.3) Soo®j^Ti^ 

induisant un isomorphisme des extensions ()7.17.2p et (|7.22.2p . En particulier, la suite (|7.22.2p est 
scindee en tant que suite de i?-modules (sans actions de F). 

8. COHOMOLOGIE GALOISIENNE 

Proposition 8.1. Soient n un entier >Q, v. Apoo — >• p.pi{(?-j^) un homomorphisme surjectif, Q un 
generateur du groupe fJ-p^i^-j^), a £ q I'ideal de ff-j^ engendre par a et Q — \ . Soit A une ff-j^- 
algebre complete et separee pour la topologie p-adique et ffj^-plate. On note A{i>) le j4-Ap=o -module 
topologique A, muni de la topologie p-adique et de I'action de Apoo definie par la multiplication par 
V (IXTD . 

(i) Si V — \ (i.e., n = OJ, alors on a un isomorphisme canonique de A-algebres graduees 
(8.1.1) A (Homz,(Ap^, A/aA)) ^ Kont{\^ . M^) / aA{u)) . 
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(ii) Si V ^ 1 (i.e., n ^ Q), alors }ll^J^^{Apoa , A{h') / aA{iy)) est un A/qA-module libre de type fini 
pour tout i > et est nul pour tout i > Tg(L) — d + 1. 

(iii) Le systeme projectif {H* (Ap^xi , A{i') /p^ A{h')))r>o verifie la condition de Mittag-Leffler uni- 
formement en v , autrement dit, si on note, pour tous entiers r' > r > 0, 

(8.1.2) /i^,,,: H*(Ap»,AH//AH) ^H*(Ap^,AM/pMH) 

le morphisme canonique, alors pour tout entier r > 1, il existe un entier r' > r, dependant de 
d mais pas de v, tel que pour tout entier r" > r' , les images de h'^^.t et h'^ ^„ soient egales. 

Fixons une Zp-base ei, . . . ,6^ de Apcxj et notons S^(Apcx3) I'algebre symetrique du ^-module 
Apoo ®Zj,A. L'anneau A est muni d'une structure de SA(Apcxj )-algebre definie par rhomomorphisme 
de A-algebres Sy!i(Apoo) — > A qui envoie sur v{ei) — 1 pour 1 < i < d; on la note A{vY . On 
observera que le ( Apoo )-module sous-jacent a A{vY' n'est autre que le SA(Apoo )-niodule associe 
a A{v) et note avec le meme symbole dans 13.251 Considerons la forme lineaire 

(8.1.3) u: Ape. A ^ A 

qui envoie Ci ® 1 sur v{ei) — 1 pour 1 < i < d. II resulte aussitot des definitions (|2.6.3p et (|2.7.4p 
qu'on a un isomorphisnie canonique 

(8.1.4) Kl^f^^^^){{A{v)laA{v)f) ^ K\{u,AlaA). 

En vertu de 13.251 on en deduit un isomorphisnie canonique dans D+(Mod(j4)) 

(8.1.5) C'„„,(Ap» , A{v)/aA{v)) ^ K\{u, A/aA), 

ou la source designe le complexe de cochaines continues de G a valeurs dans A{i')/aA{i') p.8p . 

(i) Cela resulte de [330l et [6lTT iii) . 

On notera que la forme u (|8.1.3p etant nuUe, (|8.1.5p fournit un isomorphisnie de A-modules 
gradues 

(8.1.6) llt,,,{Ap^,A{,.)/aA{,.)) ^ A{lloni^^{Ap^ , A/aA)). 

Mais il n'est pas clair a priori que c'est un isomorphisme de A-algebres graduees. On pent toutefois 
le deduire de 13.281 (ce qui correspond essentiellement a la preuve de I3.30p . 

(ii) Notons aussi u la forme lineaire Aptxj (g^^ (A/aA) — )■ (A/aA) deduite de u (j8.1.3p . En vertu 

de ()8.1.5|1 et (|2.6.8p . il sufRt de montrer que Hi(K^^°'^(u)) est un (A/qA)-module libre de type fini 
pour tout ? > et est nul pour tout i > d + 1. La secoiide proposition est evideiite. On salt aussi 
que Hi(K^^''"^(u)) est aimule par q (|2.6p . Pour I < j < d, posons Q = v(ej). On pent supposer 
que Ci = C 7^ 1 et que dUT]) 

w(Ci - 1) < w(C2 - 1) < • ■ • < «(Cd - !)• 

Procedons par recurrence sur d. La proposition pour c? = 1 est une consequence immediate de 
la platitude de A sur ffj^. Supposons d > 2 et I'assertion etablie pour d — 1. Notons G le sous- 
Zp-module de Apoo engendre par ei, . . . , ed-i et u' : G (A/aA) — > A/aA la restriction de w a 
G (8>Zp (A/aA). D'apres (|2.6.4I) . on a un isomorphisme canonique 

(8.1.7) IK^/"^(Cd - 1) K^^^^iu') ^ K^/'^^(u), 

ou K.'^^"'^ {(^d — 1) est le complexe de Koszul defini par la forme lineaire — 1 de A/aA. En vertu 
de (125] 1.1.4.1), pour tout entier i, on a une suite exacte 

(8.1.8) ^ Ho(K^/"-^(Cd - 1) H,(K^/"'^ (?/'))) 

^ H,(K^/"-^(u)) ^ Hi(K^/"-^(Cd - 1) ® H,_i(K^/"^(7/'))) ^ 0. 
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Par hypothese de recurrence, Hi(IK^^"'^(u')) est un (A/qyl)-module libre de type fini pour tout 
i > 0. Comme (C^ — 1) e q, on en deduit une suite exacte 

(8.1.9) ^ H,(Ki^/"'^(w')) ^ H,(K^/"^(m)) ^ H,_i(IK^/"^(u')) ^ 0. 

Par suite, }li{K^^°"^{u)) etant annule par q, il est libre de type fini sur A/qA. 

(iii) II resulte de (i) que le systeme projectif (H* {Apo^ , A{i') /p^' A{i/)))r>Q verifie la condition de 
Mittag-Leffler lorsque v ~ \. On pent done se borner aux caracteres v ^ \. Posons Ar — A/p^A et 
notons aussi u la forme lineaire u (^a id^^ : Apoo (gj^^ Ar — Ar (|8.1.3p . D'apres (|8.1.5p et (I2.6.8p . 
il suffit de montrer la proposition analogue pour le systeme projectif (Hi(K^'^(7i)))r>i. Procedons 
par recurrence sur d. Supposons d'abord d = 1. L'honiomorphisme canonique 

(8.1.10) Hi(K;^'-+'(w)) ^ Hi(]Kf-(it)) 

est clairement bijectif, et comme w(C — 1) < 1, Thomomorpliisme canonique 

(8.1.11) Ho(K^+^(7/)) ^ Ho(lK^(u)) 

est nul. L'assertion est done satisfaite avec r' — r + 1. Supposons d > 2 et I'assertion etablie pour 
d — 1. L'assertion pour d resulte alors facilement de la suite exacte (|8.1.9p en prenant a — p^ pour 
r > (cf. la preuve de |2S] 0.13.2.1). 

CoroUaire 8.2. Sous les hypotheses de (|8.ip . I'homomorphisme canonique 

(8.2.1) H:,„,(Ap», A(:.)) ^ Inn H*(Ap» , ^(j.)/pM(i.)) 

est un isomorphisme. 

En effet, d'apres p.l0.4p et (|3.10.5p . pour tout i > 0, on a une suite exacte 

(8.2.2) RMim W-'^ {Ap^ , A{u) / p"" A{v)) 

7->0 

H^,„t(Ap»,A(;/)) ^ lim U\Ap^,Ai,y)/p^A{:.)) ^ 0, 

,->0 

dont le terme de gauche est nul en vertu de I8.1f iii) et p.l0.2p . 

Remarque 8.3. Sous les hypotheses de (I8.ip . si 7^ 1, I'homomorphisme canonique 
(8.3.1) H:,„, [Ap^ , A(i.)) ®A A/p^A ^ H* [Ap^ , Ai,y)/p^ Aii.)) 

n'est pas en general un isomorphisme. 

Proposition 8.4. Soient n un entier >1, v. Apoo — ^ Aip"(^7^) un homomorphisme surjectif, C 
un generateur du groupe /ipn , a un element non nul de ff-j^, b = a{( — 1)^^, a un nombre 
rationnel. Soient A une ffj^-algebre complete et separee pour la topologie p-adique et ff-j^-plate, N 
un {A/ a A) -module, M un {A/ aA)-Ap<x -module discret. On note N(v) le A-Apoo -module discret N , 
muni de V action de Apoo definie par la multiplication par v. Supposons que les conditions suivantes 
soient remplies : 

(i) inf(w(a),a) > v{C - I) ; 

(ii) A'^ est plat sur G-^jaG-^ ; 

(iii) M est projectif de type fini sur A/aA, et est engendre par un nombre fini d'elements Apoo- 
invariants modulo p°'M . 

Alors pour tout i >Q, on a 

(C - 1) ■ (Apo., (M/6Af) ®A N{v)) = 0. 
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Comme M est un facteur direct d'un {A/aA)-module libre de type fini, on pent se borner au 
cas ou il est libre de type fini sur A/aA. II admet done une {A/aA)-ha.se formee d'elements Apoo- 
invariants modulo p°'M . Posons T = M (g)^ Fixons une Zp-base ei, . . . , de Apoo et notons 

Sy!i(Apoo) I'algebre symetrique du A- module Ap== A. En vertu de l3.25[ on a un isomorphisme 
canonique dans D+(Mod(A)) 

(8.4.1) c'(Ap»,r/fer) ^ ]K^,(A,=.)((r/&r)-). 

II existe un entier i tel que 1 < i < d et que iy{ei) soit un generateur de fJ-p^i^-j^)] on pent 
supposer i^{ei) = Notons (p: Apoo — > A\itA{M) la representation de Ap=o sur M. II existe alors 
un endomorphisme A-lineaire U de M tel que f{ei) = id]\i + p^U. Posons c = p"(C ~ 1)^^ G m-^ 
et V = idr + cU (8" (C • idjv), qui est un automorphisme A-lineaire de T, de sorte qu'on a 

(8.4.2) ifiie,) <E> (z.(e,) • id^) - idy = {( - 1)V G End^(r). 
Pour tout entier 1 < J < d, on a 

(8.4.3) (ifiej) (g> {iy{ej) ■ idAr) - idr) o V'^ 

= o {(p{ej) ® {iy{ej) ■ idAr) - idr) e EndA(T/6T). 

En effet, Apoo etant abelien, les produits de ces endomorphismes par C ~ 1 sont egaux dans 
F,ndA{T), ce qui implique la relation (|8.4.3p car T est plat sur ff-^jaG-^. Done est un au- 
tomorphisme du Sa(Apoo )-module {T/bTY^ et il induit, pour tout g > 0, un automorphisme 
SA(Apoo)-lineaire de H«(K'^(^ ^.^{{T/hTY)). Or ce module est annule par Ci (|Z!6l) . Par suite, 
pour tout X G H9(K'^(^^_^^((r/5r)^)), on a, en vertu de (|5X^ . 

(8.4.4) e,-V~^{x)^{C-l)x = Q. 

8.5. On designe par A le conoyau dans la categoric des monoi'des de I'homomorphisme z?: N — > P 
et par q: P ^ A I'homomorphisme canonique. D'apres ([5S] 1-1-4), A est le quotient de P par 
la relation de congruence E formee des elements {x,y) G P x P pour lesquels il existe a, 6 G N 
tels que x + aX = y + bX. Dire que E est une relation de congruence signifie qu'elle est une 
relation d'equivalence et que E est un sous-monoi'de de P x P. Le groupe associe a A s'identifie 
canoniquement a P^p/ZA. Comme P est integre, A est integre ; on peut done Tidentifier a I'image 
de P dans PSP/ZA. 

Lemme 8.6. Conservons les notations de (jS.Sp . Alors : 

(i) Le monoi'de A est sature. 

(ii) Pour tout x € A, I'ensemble q^^{x) admet un unique element minimal x pour la relation de 
pre-ordre de P definie par sa structure de monoide. 

(iii) Pour tout x £ A et tout entier n > 0, on a nx — nx. 

(i) En effet, A est la somme amalgamee de I'homomorphisme sature ?? et de N 0. II est done 
sature ()5.2p . 

(ii) On notera d'abord que deux elements quelconques de q~^{x) sont necessairement compa- 
rables (|8.5p . Montrons que I'ensemble q~^{x) admet un element minimal x. II revient au meme 
de dire que pour tout t G P, il existe n G N tel que I'element t — nX de P^p n'appartient pas a 
P. En effet, si ce n'etait pas le cas, pour tout n > 0, I'element a(t)/7r" de Rk appartient a R, 
oh a: P ~^ R est I'homomorphisme defini par la carte (P, 7) (|6.2p . Comme a{t) 7^ et que R 
est noetherien et integre, on en deduit que tt est inversible dans R, ce qui contredit I'hypothese 
\6.2( C-)). II s'ensuit aussi que —A n'appartient pas a P. Done x est necessairement unique car P est 
integre et PSP est sans torsion. 
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(iii) Comme —A n'appartient pas a P, on a = 0. On peut done se borner au cas ou n est 
un nombre premier. On notera d'abord que q{nx) — q{nx). Si nx ^ nx, alors il existe m > 1 tel 
que nx > mX. Comme rhomomorpliisme ?? est sature, il existe alors m' € N tel que x > m' X et 
nm' > TO en vertu de ([41] 4.1 page 11 ; cf. aussi |35] 4.4.10). Comme to' > 1, la relation x > m'X 
contredit le caractere minimal de x. 

8.7. Conservons les notations de (|8.5I) . Pour tout rt > 0, on note A^p ^ le monoide au-dessus de A 
defini par le couple (A, ropn), autrement dit, A'-p ^ est le monoide A et I'homomorphisme structural 
A — 7> A^P ) est le Frobenius d'ordre de A (|5.3p . On identifie naturellement A^^* ^ au conoyau 
de I'homomorphisme i}: N'^p"^ pip") et on note aussi q: A^p"^ I'homomorphisme cano- 

nique. Posons 

Ppoo = lim P(P") et Apoo lim A^^"). 

N ^ N ' 

On identifie Ppoc a un sous-monoi'de de Poo (|7.8.2p . On note aussi q : Pp^ Apoo la limite inductive 
des homomorphismes canoniques q: P^p ^ A'^ \ 
Pour tout t G Ppoo , I'application 

(8.7.1) z/t: ^Mp~(^Tr) = lmMp"(^7r): 9^{9,t), 

OU {g,t) est defini dans (|7.14.1|) . induit, compte tenu de (|7.14.3p . un homomorphisme 

(8.7.2) i^t- Ap= ^^poo(^j^). 
II est clair que I'application 

(8.7.3) Ppoo ^ Hom(Apoo , fip^ (,%)), t ^ vt 

est un homomorphisme. Pour tout n > 0, notons A^^ •* I'image de A dans P'^p ^ par I'isomorphisme 
(|7.8.4p . Comme Vxiv") — 1, (|8.7.3p induit un homomorphisme que Ton note aussi 

(8.7.4) Apoo ^ Hom( Apoo, ^poo(^-^)), x ^ v^. 
En fait, celui-ci induit, pour tout n > 0, un homomorphisme 

(8.7.5) A(P") ^ Hom(Ap=o , ^p„ {ffj^)). 
Posons 

(8.7.6) Spoo = Hom(Apoo,^poo(^-^)), 

(8.7.7) Spn = Hom(Apoo,^p„(^-^)). 

On identifie Spn a un sous-groupe de Spoo . 

Lemme 8.8. Les hypotheses etant celles de (|8.7p . soient de plus x £ Apoo , n un entier > 0. Alors 
pour que i^x{Ap^) C ^pn{(?-j^) il faut et il suffit que x 6 A^p C Apoo ; en particulier, pour que 
Vx — 1; il fciut et il suffit que x G A'-'^^ C Apoo . 
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Supposons que x £ pour un entier m > 0. En vertu de (|7.14.4p . on a un diagramme 

commutatif 

(8.8.1) 




PSP/ZA 



Honi(Apoc,Zp(l)) 



Hom(Ap=,Zp(l)) 



Honi(Apoo,/^p„+„(^j^)) 



ou les fleches verticales inferieures proviennent de I'identification de Apoo et L\ ®i Zp(l) (|6.9p . a 
est rhomomorphisme (j8.7.5p et h est le morphisme canonique. Le carre inferieur est cartesien car 
le sous-groupe de torsion de P^p/ZA est d'ordre premier a p, et le carre superieur est cartesien car 
A est sature en vertu de l8.6r i). Pour que Vx{^p°^) C ^pn(ff-j^), il faut et il sufBt que a{x) soit dans 
Timage de La proposition s'obtient alors par chasse au diagramme ()8.8.ip . 

Lemme 8.9. // existe une decomposition canonique de Rpoo en somme directe de Ri-modules de 
presentation finie, stables sous Vaction de A^oc , 



(8.9.1) 



poo, 



telle que I'action de Apoo sur le facteur soit donnee par le caractere v. De plus, pour tout 

n> 0, on a 



.9.2) 



R„ 



pOO . 



Pour tout n > 1, posons C„ — An ®^/f„ l|6-5.2p et notons 

(8.9.3) A„ : L (E>z t^n(K) ^ t^n(K) 
rhomomorphisme defini par A. On a un isomorphisme canonique (|6.6.4p 

(8.9.4) C„ ^ ^■^[p(")]/(^„ - e^'"') ®^_[p]/(,_,.) Ci, 

ou A^"^ designe I'image de A dans P*^"^ par I'isomorphisme canonique (|7.8.4p . Le groupe L®i^n{K) 
agit naturellement sur ^-^[P'"-*] par des homomorphismes de (^■^[P])-algebres. On en deduit, 
compte tenu de (|8.9.4p . une action du groupe ker(A 7^) sur par des homomorphismes de C\- 
algebres. Posons 



.9.5) 



— hm Cpn , 



ou la limite projective est indexee par I'ensemble N ordonne par la relation d'ordre habituelle. On 
a des isomorphismes canoniques (|6.8.4I) 



.9.6) 



A„ 



Lx ® Zp(l) ^ lim ker(A„) 



On obtient par passage a la limite une action de Apoo sur Cpoo par des homomorphismes de Ci- 
algebres. 
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En vertu de l6.8r iii) , pour tout entier n > 0, on a un isomorphisme ker( Apn )-equivariant canonique 

(8.9.7) Rp,. ^ Cp^ ®ci Ri- 
On en deduit un isomorphisme Apoo-equivariant 

(8.9.8) i?poo 4 Cpoo Ri- 
ll sufBt done de montrer qu'il existe une deeomposition canonique de Cpoo en somme directe de 
Ci-modules de presentation finie, stables sous Taction de Apoo, 

(8.9.9) Cpoo = Cl'"2, 

telle que Taction de Apoo sur le facteur Cp'2 soit donnee par le caractere u ; de plus, pour tout 
n > 0, on a 

(8.9.10) Cp. = dp^J. 

Compte tenu de (|8.9.4|) . on pent se reduire au cas oii i? = ^if[P]/(7r — e^). On notera que X 
n'est plus necessairement connexe apres cette reduction. Soit A le conoyau dans la categoric des 
monoides de Thomomorphisme i}: N P et soit q: P ^ A Thomomorphisme canonique (cf. 18. 5p . 
On a alors 

(8.9.11) i?-0^K-a(J), 

xeA 

ou X est le relevement minimal de x dans P defini dans IS.G^ ii) et a : P — i? est Thomomorphisme 
induit par la carte (P, 7) (|6.2p . Pour tout n > 0, on a d'apres (|8.9.4p 

(8.9.12) Cp,. = ^■^[P(f")]/(^p„ - e^'""'). 

Notons apii : P'-^ — )■ Cpn Thomomorphisme induit par le morphisme strict canonique (j6.5.ip 

{Xn,^xJ^B[P]. 



Cette notation est compatible avec celle introduite dans (|7.8p et n'induit aucune confusion. On 
obtient par passage a la limite inductive un homomorphisme 

(8.9.13) apoo : Ppoo ^ Cpoo . 

Reprenons les notations de (|8.7I) et notons, pour tout x unique element minimal 

de (7~^(x) pour la relation de pre-ordre de P'^p ^ definie par sa structure de monoi'de (cf. I8.6f ii)). 
On a alors 

(8.9.14) Cp. = ^i^-ap.(^). 

xGAIp") 

En vertu de I8.6r iii). les applications A'^p ^ — >■ P^p \x i-^x sont compatibles. Elles definissent 
done par passage a la limite inductive une application que Ton note aussi 

(8.9.15) Apoo— j>Ppoo, xi-^x. 

On a clairement q{x) — x. Comme A est integre et que le sous-groupe de torsion de P^p/ZA est 
d'ordre premier a p, les homomorphismes A^^ ^ — A^p ^ ' sont injectifs. Par passage a la limite 
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inductive de la decomposition ()8.9.14|) . on obtient 

(8.9.16) Cpoc = ^-^•apoo(J). 

xGApoo 

Chaque element (x) £ Cpoo est un vecteur propre pour Paction de Apoc . II resulte aussitot de 
(|7.14.4p que Taction de Apcx, sur apoo(x) est donnee par le caractere v^- Pour tout G S^cx,, on 
pose alors 

(8.9.17) dpJ^ &j^-ap^{x), 
de sorte que Ton a 

(8.9.18) Cpoo = ^^2. 

Comme I'application Apoo — Spoo ^ Vx est un homomorphisme, on voit que C^2 est un sous- 
Ci -module de Cpoo. II resulte de 18.81 et (|8.9.14[) que pour tout ?i > 0, on a 

(8.9.19) Cp. = &;2. 

Comme Cp" est de presentation finie sur Ci pour tout n > 0, Cp'll est de presentation finie sur Ci 
pour tout G Spoo . 

Theoreme 8.10. Soient a un element non nul de ff-j^, C, une racine primitive p-ieme de 1 dans 
ff-j^. Alors : 

(i) // existe un et un unique homomorphisme de Ri-algebres graduees 

(8.10.1) A (Homz(Apoo,i?i/ai?i)) U* {Ap.. , Rpc^ / aRp^) 
dont la composante en degre un est le compose des morphismes canoniques 

(8.10.2) Homz(Apco,i?i/ai?i) ^ (Apoc , i?i/ai?i) {Ap^ , Rp^ / aRp^) . 
C'elui-ci admet, en tant que morphisme de Ri-modules gradues, un inverse a gauche canonique 

(8.10.3) H*(Apoc,i?poo/ai?poo) A(Homz(Ap=c , i?i/ai?i)), 

dont le noyau est annule par C ~ 1 • 

(ii) Le i?i -module H' ( Apoo , i?poc j aRpo^ ) est presque de presentation finie pour tout i > 0, et est 
nul pour tout i > d + 1. 

(iii) Le systeme projectif (R* {Ap<x, ^ Rp<x, /p^ Rpoo))^^Q verifie la condition de Mittag-Leffier ; plus 
precisement, si on note, pour tous entiers r' > r > 0, 

(8.10.4) hry: }l*{Ap^,Rp^/p'''Rp^) R* {Ap^ , Rp^ / p'' Rp^) 

le morphisme canonique, alors pour tout entier r > 1, il existe un entier r' > r, dependant seule- 
ment de d mais pas des autres donnees dans (|6.2p . tel que pour tout entier r" > r' , les images de 
hr^r' st hr,r" soient egales. 

En effet, d'apres [879l on a une decomposition canonique de Rp-x> en somme directe de i?i[Apoo]- 
modules 

(8.10.5) i?p~= R^;l®ff-ffT^{v), 
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ou Apoo agit trivialement sur R^2 et agit sur ffj^{v) — 6"-^ par le caractere v. Comme les F^^l, sont 
^l^plats, on a, en vertu de l3.15[ une decomposition canonique en somme directe de i?i-niodules 

(8.10.6) H* ( Apoc, i?poc /ai?p=. ) = W , G^^iy) I affT^iy)) ® R^^l . 

(i) On a = i?i (18X2]) . de sorte que la composante en = 1 de la decomposition (|8.10.6p 
est I'image de I'homomorphisme canonique de _Ri-algebres graduees 

(8.10.7) H*(Ap=,^-j^/a^-j^) ^ H*(Ap=,i?poo/ai?poo). 
Par ailleurs. I'lioniomorphisme canonique de i?i-algebres graduees 

(8.10.8) A (Homz(Apoo,^-j^/a^i^)) ®ff-Rx -> A(Homz(Apoo , i?i/ai?i)) 

est un isomorphisme. La proposition resulte alors de ()8.10.6p et 18.11 (applique avec A = 6c)- 

(ii) Soient i, n deux entiers > 0, Cn une racine primitive p"-ieme de I'unite. II resulte de (|8.10.6p . 
18.11 et [5?^ que H'(Ap=o , _Rpoo/ai?poo) est la somme directe d'un i?i-module de presentation finie et 
d'un i?i-module annule par ^„ — 1. II est done presque de presentation finie sur La seconde 
assertion est claire puisque la p-dimension cohomologique de Apoo est egale a d. 

(iii) Cela resulte de (|8.10.6p etIHUiii). 

Corollaire 8.11. Pour tout element non nul a de 6-^ et tout entier i > 0, le noyau et le conoyau 
du morphisme canonique 

(8.11.1) ff(Apoo,i?i/ai?i) ^ R'iA, R/aR) 

1 

sont annules par m-j^ et pp-^m-j^ respectivement. 
En effet, le morphisme canonique 

(8.11.2) ff(Apo=,i?p=./ai?poc) ^ ff(A,i?/ai?) 

est un presque-isomorphisme d'apres [6.231 D'autre part, il resulte de (|8.10.6p . 18.11 (applique avec 
A — 6'n). \'S.l5\ et du fait que r'^1 — Ri (|8.9.2p que le morphisme canonique 

(8.11.3) ff(Apoc,i?i/ai?i) ^ ff (Apoo,i?p=o/ai?p=o) 

est injectif de conoyau annule par C — 1, ou C, est une racine primitive p-ieme de I'unite. La 
proposition s'ensuit car v{(^ — 1) = ^j^j. 

Corollaire 8.12. L'homomorphisme canonique 

(8.12.1) H:„„,(Ap»,i?;^) ^ lim H*(Ap^,i?poo/p'^i?p..) 

est un isomorphisme. 

En effet, d'apres (13.10. 4p et (|3.10.5p . pour tout i > 0, on a une suite exacte 

^ RMun ff-i(Apoo,i?poo/p'-i?poo) ^ H^„„t(Apoe,iv°) ^ lim Y^W^ , Rp^ / p^ Rp^) ^ 0, 

i->0 7->0 

dont le terme de gauche est nul en vertu de IS.lOf iiil et p.l0.2p . 
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8.13. Soit a un element non nul de ff-j^. Comme le sous-groupe de torsion de P^p/ZA est d'ordre 
premier a p, on a un isomorphisme canonique (j6.9p 

(8.13.1) (PSP/ZA) ®z Zp(-l) ^ Homz^(Apc.,Zp). 
On en deduit, compte tenu de (|7.12.1I) . des isomorphismes i?i-lineaires 

(8.13.2) f]]^/^^ ®fl (i?i/ai?i)(-l) ^ Honiz(Apoo,i?i/ai?i), 

(8.13.3) h]^^ff^®RR[{^l) ^ Homz(Apoo,i?;). 

On interpretera dans la suite les buts de ces morphismes comme des groupes de cohomologie (|6.1ip . 
Par ailleurs, le compose de (|8.13.3p avec I'isomorphisme canonique (|6.11.ip 

(8.13.4) Homz(Apo.,i?i) ^ Homz(A„„i?i) 
n'est autre que le morphisme S{—1) (|7.19.9p . d'apres FZ.iyi 

Proposition 8.14. II existe un et un unique homomorphisme de Ri-algebres graduees 

(8.14.1) ^{n\/ff^®RJh{-l))^Kont{\-.^U-) 

dont la composante en degre un est induite par (j8.13.3p . Celui-ci admet, en tant que morphisme 
de Ri-modules gradues, un inverse a gauche canonique 

(8.14.2) H:,„,(Ap^,iV) A{^R/ff^ ^rRi{-1)), 

1 

dont le noyau est annule par pp~^ . 

Cela resulte de lSJOT n et [812l 
Corollaire 8.15. On a (P^)^p°° = R^. 

En effet, d'apres [S.14[ I'homomorphisme canonique Ri — )■ (i?poo)'^p°° admet un inverse a gauche 
(i?poo)^p°° — >■ Ri dont le noyau est annule par pp^. Comme i?p=o est ^^-plat (|6.13p . I'inverse a 
gauche est injectif, d'ou la proposition. 

Remarque 8.16. D'apres lO^ (|6.10.ip et (|6.11.ip . le theoreme lSTDl et ses coroUaires KIT] et KV]] 
valent encore si on remplace Apoo par Aqo et Rp^x, par i?oo ■ H en est alors de meme de la proposition 
18.141 et de son corollaire l8.15l On a done (i?oo)^°° = Ri- 

Proposition 8.17. Soit a un element non nul de G-^. 

(i) // existe un et un unique homomorphisme de Ri-algebres graduees 

(8.17.1) A in]^/^^ ®R iRi/aRi)i-l)) ^ R*{A,R/aR) 

dont la composante en degre un est induite par ()8.13.2p . Celui-ci est presque-injectif et son 

1 

conoyau est annule par pp-^ m-j^. 

(ii) Le Ri-module H*(A, R/aR) est presque de presentation finie pour tout i > 0, et est presque- 
nul pour tout i> d + \ . 

(iii) Pour tous entiers r' > r > 0, notons 

(8.17.2) hry: H*(A,i?/p'''i?) ^ R*{A,R/p''R) 

le morphisme canonique. Alors pour tout entier r > I, il existe un entier r' > r, dependant 
seulement de d mais pas des autres donnees dans (j6.2p . tel que pour tout entier r" > r' , les 
images de hr,r' et hr,r" soient presque-isomorphes. 

Cela resulte de et [51^ 
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8.18. Pour tout i^-j^-module M, on pose 

(8.18.1) = Hom^_(m7^, M). 

Le morphisme canonique M — )> AI^ est un presque-isomorphisme. Pour qu'un morphisme de ff-j^ 
modules u: M N soit un presque-isomorphisme, il faut et il suffit que le morphisme associe 
v!': soit un isomorphisme ([42] 2.1.5). 

Lemme 8.19. Le morphisme canonique 

(8.19.1) ]:Ri^{Rif 
est un isomorphisme. 

Comme Ri est plat sur (|6.13[) . j est injectif. Montrons que ] est surjectif. Soit u G (i?i)''- 
Pour tout a £ Q>o, posons Xa = u{p°'). Rappelons que est une algebre affinoide sur C 

et que Ri est la boule unite pour la norme | |sup sur (cf. la preuve de 16.141) . Les relations 

Xa+p —P°'xp —p^Xa {o-tP £ Q>o) impliqueut alors que 

(8.19.2) |p-"xa|,„p < 1. 

Par suite, x = p^'^Xa G -Ri et est independant de a. II est clair que j{x) = u. 

Remarque 8.20. Le morphisme canonique ffc {Gcf est un isomorphisme. La preuve est une 
variante tres simple de celle de l8.19l 

Proposition 8.21. 11 existe un et un unique homomorphisme de Ri-algebres graduees 



.21.1) 



R,{-i))^KoA\R) 



dont la composante en degre un est induite par (|8.13.3p . Celui-ci admet, en tant que morphisme 
de Ri-modules gradues, un inverse a gauche canonique 

(8.21.2) H:„„t(A,t) ^ A{n],/^^ ®n Ri{~l)), 

dont le noyau est annule par pp^ . 

En effet, on a un diagramme commutatif d'homomorphismes de i?i-algebres graduees 



(8.21.3) A(r!i,/^^®fli?i(-l)) 



t(ApOO,i?pOo) 



(Hcont(^P=°'-Rp°°))'' 



(H,Vt(A,^))' 



ou le foncteur ( )'' est defini dans (|8.18.ip . les fleches verticales et u sont les morphismes canoniques, 
V est I'homomorphisme ()8.14.ip et w est la section (|8.14.2p de v. Alors l et u' sont des isomorphismes 
(|8.19l et [6.24p . D'autre part, il resulte de l8.14l que le noyau de est annule par pp^ . La proposition 
s'ensuit par une chasse au diagramme (|8.21.3p puisque u o v est I'homomorphisme (j8.21.ip . 
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Corollaire 8.22. (i) On a (R)^ = Ri. 

(ii) Le sous-module de torsion p-primaire de H^^^^^A, R) est egal au noyau du morphisme 

(8.22.1) r. KoA^,% KoA^, 

deduit de I'injection canonique R C {Trp)^^R. 

(iii) Le morphisme compose 

(8.22.2) h],/^^ ®n Ri{-1) Hi,„t(A J) ^ Hi,„t(A, (^p)"'^), 

oil la premiere fleche est induite par (|8.13.3[) . est le bord de la suite exacte longue de cohomologie 
deduite de la suite exacte courte (|7.22.2p . 

(iv) Pour tout entier i > 0, notons Af* le sous-module de torsion p-primaire de W^^^^{A, R). II 
existe alors un et un unique isomorphisme de Ri-algebres graduees 

(8.22.3) A {n],/^^ ^rRi{-1)) ^ ©,>o(H^o„t(A J)/M^) 
tel que le compose 

(8.22.4) h],/^^ ®fl Rli-1) ^ Hi„„t(A J)/Mi ^ Hi„„t(A, (irp)-'^), 

oil la premiere fleche est la composante en degre un de (|8.22.3p et la seconde fleche est induite par 
L, soit le bord de la suite exacte longue de cohomologie deduite de la suite exacte courte (|7.22.2p . 

(i) D'apres r8.211 rhomomorphisme canonique Ri — > (R)^ admet un inverse a gauche (i?)^ Ri 

dont le noyau est annule par p'p^ . Comme R est ^c-plat (|6.13p . I'inverse a gauche est injectif, 
d'oii la proposition. 

(ii) II resulte de 18.211 que est annule par pp^ . D'autre part, la multiphcation par np dans 
R est le compose de I'injection canonique R — >■ {■Kp)~^R et de Tisomorphisnie {■Kp)^^R R qui, 
pour tout a; G i?, associe x a {■Kp)~^x. Comme v{p) > ^j^, on en deduit que ker(6) = . 

(iii) Cela resulte de la definition de (|8.13.3p . ()7.20.2p et (|7.22.3p . 

(iv) Cela resulte de (ii), (iii) et lOTl 

Proposition 8.23. Soient M un Ri-Ap<x -module discret, a un element non nul de G-j^, a un 
nombre rationnel. Supposons que inf(w(a),Q!) > et que M soit un (Ri/aRi) -module projectif de 

type fini engendre par un nombre fini d'elements Apoo -invariants modulo p'^M . Posons b = ap^p^ . 
Alors pour tout i > 0, le noyau et le conoyau du morphisme canonique 

(8.23.1) (Ap=c , M/bM) ff (A, (M/bM) R) 
sont annules par m-j^ et pp-i m-^ respectivement. 

Comme M est un facteur direct d'un (i?i/ai?i)-module libre de type fini, on a, d'apres [6.12| 

(8.23.2) {{M/bM) ^R, R^f" = (M/bM) ®r, R,,^. 
Done en vertu de ()6.10.ip . le morphisme canonique 

(8.23.3) ff (Ape, (Af/6M) ^r, R,,^) ^ ff (A„o, {M/bM) ®r, R^) 
est un isomorphisme. D'autre part, d'apres [6.211 le morphisme canonique 

(8.23.4) {M/bM) ®R, i?oo ^ {{M/bM) ®r, R)^ 
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est un presque-isomorphisme. Par suite, en vertu de 16.191 le morphisme canonique 

(8.23.5) (Aoo, {M/hM) R^) -> (A, {M/bM) R) 

est un presque-isomorphisme. II sufBt done de montrer que le morphisme canonique 

(8.23.6) ff ( Apcc , M/bM) ff ( Apco , (M/bM) (Sr, Rp^ ) 

est injectif de conoyau annule par pp^ . 

D'apres 18. 9i on a une decomposition canonique de (M/bM) iS^r-^ Rpoo en somme directe de 
i?i [Apoo ]-modules 

(8.23.7) (M/bM) (3r, Rpo. = (M/bM) (^r, R^'l (^r, Ri[v), 

ou Apoo agit trivialement sur R^pX et agit sur Ri{v) = Ri par le caractere i/. Comme = i?i 
()8.9.2p . la proposition resulte de 18.41 (applique k A — Ri/aRi et N — R^'pl jaR^'pl pour v ^ 1). 

9. EPAISSISSEMENTS INFINITESIMAUX p-ADIQUES DE FONTAINE 

9.1. Commengons par rappeler la construction suivante due a Grothendieck ([24J IV 3.3). Soient 
A une Z(p)-algebre commutative, n un entier > 1. L'homomorphisme d'anneaux (|2.3.1|) 

(9.1.1) $„+i: Wn+M/p-^A) ^ AJp^A 

[xi, . . . ,Xn+l) x{ +PX2 H h_p"-Xn+l 

s'annule sur Y"'{A/p^^A) et induit done par passage au quotient un homomorphisme d'anneaux 

(9.1.2) W„{A/P"A) ^ A/p^A, 

{xi,...,Xn) ^ Xi +px2 H h_p"""^a;^. 

Ce dernier s'annule sur 

(9.1.3) Wn{pA/p"A) = ker(W„(A/p"A) ^ Wn{A/pA)) 
et se factorise a son tour en un homomorphisme d'anneaux 

(9.1.4) 0„: W„(A/pA) ^ A/p"A 
II resulte aussitot de la definition que le diagramme 

(9.1.5) Wn+i{A/pA) A/p^+^A 

RF 

Wn{A/pA) ^" ^ A/p''A 

ou R est le morphisme de restriction (|2.3.2p , F est le Frobenius (|2.3.4p et la fleche non libellee est 
l'homomorphisme canonique, est commutatif. 

Pour tout homomorphisme de Z(p)-algebres commutatives (p: A B,le diagramme 

(9.1.6) Wn{A/pA) ^ WniB/pB) 

A/p'^A ^ B/p'^B 

ou les Heches horizontales sont les morphismes induits par (/s, est commutatif. 
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Proposition 9.2. Soit A une Z(^pyalgebre commutative verifiant les conditions suivantes : 

(i) A est 'Z(^pyplat. 

(ii) A est integralement clos dans ^[^]- 

(iii) Le Frohenius ahsolu de A/pA est surjectif. 

(iv) // existe un entier N > 1 et une suite {pn)o<n<N d'elements de A tels que Pq = p et 
p^^j^i — Pn pour tout < n < N — 1. 

Pour tout entier < n < N , on pose 



(9.2.1) 



Cn-[pJ-peW„(A/pA), 



oil p„ est la classe de p„ dans A/pA et [ ] designe le representant multiplicatif. Alors pour tous 
entiers n > 1 et i > tels que n + i < N , la suite 



(9.2.2) 

est exacte. 



W^{A/pA) 



•R*(C,.+.) 



■W„(A/M) 



e„oF' 



■A/p-^A- 







En effet, on a FR(^„+i) = ^„ et 6'„(F*(R^(^„+i))) = 6'„(^„) = 0. Pour etablir I'exactitude de 
(|9.2.2p . procedons par recurrence sur n. Soient i un entier tel que Q<i<.N— \,a^l3^A tels que 



a'' 



pP. II resulte des hypotheses (i) et (ii) que a G pi^iA. Par consequent, la suite 



A/pA- 



■A/pA- 



A/pA- 



■0 



(9.2.3) 

est exacte, et la proposition est vraie pour n = 1. Supposons ensuite la proposition vraie pour 
1 < n < — 1 (et tout < i < N — n) et montrons-la pour n + 1. Soit i un entier tel que 
0<i<N — n — 1. On a un diagramme commutatif a lignes exactes (|9.1.5p 



(9.2.4) 



0' 



A/pA ■ 



-^^W„+i(A/M) — 



■Wn{A/pA) 







■R'(?„+.+i) 



0- 



A/pA - 
A/pA 



.p^A/p''+^A 



■Wn+l{A/pA) 



R 



■R'+'(?„+.+i) 



■Wn{A/pA) 



loF' 



A/p"+'^A ■ 



A/p"A ■ 







L'hypothese de recurrence et (j9.2.3p impliquent alors la proposition pour n + 1 par le lemme du 
serpent. 

9.3. Soit A une Z(p)-algebre commutative. On designe par Ma la liniite projective du systeme 
projectif {A/pA)iq dont les morphismes de transition sont les homomorphismes de Frobenius de 
A/pA. 



(9.3.1) 



lim A/pA. 



C'est un anneau parfait de caracteristique p. Pour tout entier n > 1, la projection canonique 
Ma ^ A/pA sur la in + l)-ieme composante du systeme projectif {A/pA)-fi [i.e., la composante 
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d'indice n) induit un homomorphisme 

(9.3.2) iy„ : W(^a) ^ W„(A/pA). 

Comme = F o R o Vn^i, on obtient par passage a la limite projective un homomorphisme 

(9.3.3) J/: W{.^a) lim W„(A/pA), 

7l>0 

OU les morphismes de transition de la limite projective sont les morphismes FR. On verifie aussitot 
qu'il est bijectif. Compte tenu de (|9.1.5I) . les homomorphismes 9n induisent par passage a la limite 
projective un homomorphisme 

(9.3.4) e:W{^A)^A, 

ou A est le separe complete p-adique de A. On retrouve rhomomorphisme defini par Fontaine f |17j 
2.2). On pose 

(9.3.5) £/2{A) = W(^A)/ker(0)2, 

et on note encore 9: s^2{A) — A rhomomorphisme induit par 9 (cf. [1^1 1.2.2). 

Pour tout homomorphisme de Z(p)-algebres commutatives : A — >■ U, le diagramme 

(9.3.6) W(^a) ^W(^b) 



B 



ou les fleches horizontals sont les morphismes induits par Lp, est commutatif (|9.1.6p . La corres- 
pondance A n- s^2{A) est done fonctorielle. 

Remarque 9.4. La projection canonique ^w(/£) ^ ^ sur la premiere composante (i.e., d'indice 0) 
est un isomorphisme. File induit done un isomorphisme W(.^w(/c)) ~^ W(fc), que nous utilisons pour 
identifier ces deux anneaux. L' homomorphisme 9 s'identifie alors a I'endomorphisme de Frobenius 
de W(fc). 

Proposition 9.5 ( ^40j A. 1.1 et A. 2. 2). Soit A une Zj^j -algebre commutative verifiant les conditions 
suivantes : 

(i) A est Z(p) -plat. 

(ii) A est integralement clos dans A[j^]. 

(iii) Le Frobenius absolu de A/pA est surjectif. 

(iv) // existe une suite (pn)„>o d'elements de A tels que po — p et p^^i — Pn pour tout n > 0. 
On designe par p I'element de S^a induit par la suite {pn)n>o et on pose 

(9.5.1) e = [£]-peW(^A), 
oil [ ] est le representant multiplicatif. Alors la suite 

(9.5.2) — > W{^a) W(^a) a 1 ^ 
est exacte. 

En effet, pour tout n > 1, posant 

(9.5.3) ^n = [pJ-peWn(A/pA), 
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ou p„ est la classe de p„ dans A/pA, la suite 

(9.5.4) Wn{A/pA) Wn{A/pA) ^ A/p"A 

est exacte en vertu de l9.2l Comme I'homomorpliisme RF: Wn+i{A/pA) Wn(A/pA) est surjectif 
pour tout n > 0, la suite (|9.5.2p est exacte an centre et a droite ([26J 0.13.2.1(1) et 0.13.2.2). 
Si a = (oo, oi, 02, . . . ) G W{^a) est tel que £_a = 0, alors 

(9.5.5) {pao,f'ai,f' 02,...) = (0, ag, af, . . . ). 

Pour montrer que ^ n'est pas un diviseur de zero dans W(^^), il suffit done de montrer que p n'est 
pas un diviseur de zero dans ^%a- Soit y = {yn)neti G tel que py = 0. Pour tout n > 0, soit y„ 
un relevement de y„ dans A. On a Pnyn G pA. Par suite, yn S Pn A car p n'est pas un diviseur 
de zero dans A. On en deduit que 

(9.5.6) y,^^yl^^^{yP^^^ mod pA) = 
car — p > 

9.6. Soient Y = {Y,^y) un Zj-p) -schema logarithmique affine d'anneau A^ M un monoide, 
u: M ^ V{Y, ^y) un homomorphisme. Considerons le systeme projectif de monoides multiplica- 
tifs (^)„gN, ou les morphismes de transition sont tous egaux a I'elevation a la puissance p-ieme. 
On designe par Q le produit fibre du diagramme d'homomorphismes de monoides 

(9.6.1) M 



lim A ■ 



A 



oil la fleche horizontale est la projection sur la premiere composante (i.e., d'indice 0) et la fleche 
verticale est le compose de u et de I'homomorpliisme canonique TiY^^y) A, et par q I'homo- 
morphisme compose 



(9.6.2) 



Q 



hm A 



ou les premiere et deuxieme fleches sont les homomorphismes canoniques ()9.3.ip et [ ] est le repre- 
sentant multiplicatif. II resulte aussitot des definitions que le diagramme 



(9.6.3) 



M 



■A 



W(^a) - 

ou les fleches non libellees sont les morphismes canoniques, est commutatif. 

On muiiit Y — Spec(v4) de la structure logarithmique image inverse de et Spec(W(^/i)) 
de la structure logarithmique ^ associee a la structure pre- logarithmique definie par q (|9.6.2p . 
D'apres (|9.6.3p . 9 induit un morphisme 

(9.6.4) (y, ^p) ^ (Spec(W(i^A)), ^). 

L'enonce suivant est inspire de ([ID] 1.4.2). 
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Proposition 9.7. Conservons les hypotheses de (|9.6p . notons de plus Y° I'ouvert maximal de Y 
oil la structure logarithmique est triviale et supposons les conditions suivantes remplies : 

(a) A est integre et normal. 

(b) Y° est un Q-schema non-vide et simplement connexe. 

(c) M est integre et il existe un mono'ide fin et suture M' et un homomorphisme v : M' M 
tels que I 'homomorphisme induit M' — >■ M/M^ soit un isomorphisme. 

Alors : 

(i) Le mono'ide Q est integre et le groupe Af '^p est libre. 

(ii) On peut completer le diagramme (j9.6.ip en un diagramme commutatif 

(9.7.1) M' 



lim A s- A 

Notons /3: M' — > Q I 'homomorphisme induit. 

(iii) La structure logarithmique £2 sur Spec(W(.^^)) est associee d la structure pre-logarithmique 
definie par I 'homomorphisme compose 

(9.7.2) M' A Q Aw{^a)- 

En particulier, le schema logarithmique (Spec(W(^^)), ^) est fin et sature. 

(iv) Si de plus, I'homomorphisme compose u o v: M' —> T(Y,^y) est une carte pour Y ()5.13p . 
alors le morphisme (|9.6.4p est strict. 

(i) Comme Y° n'est pas vide, I'image canonique de T{Y. ^y) dans A ne contient par 0. On en 
deduit aussitot que Q est integre. D 'autre part, comme M' est sature, le sous-groupe de torsion de 
M'SP est contenu dans M' . Mais M' est affute ; done M'sp est sans torsion. 

(ii) Soient L le corps des fractions de A. L une cloture algebrique de L. Considerons le systeme 
projectif de monoides multiplicatifs (L)„gN, oil les morphismes de transition sont I'elevation a la 
puissance p-ieme. D'apres (i) et sa preuve, il existe un homomorphisme 

(9.7.3) M'SP -> lim I 

qui releve I'homomorphisme M'^p L induit par le compose M' ^ M ^ A. 

Soient t G T{Y, ^y), x son image canonique dans A, y € L tel que yP — x. L'extension 
A[z\/ zP — a; de ^ est etale au-dessus de Y° car p est inversible dans Y° et que x ne s'annule en 
aucun point de Y° . Comme Y° est simplement connexe, on en deduit que y d L et par suite 
que y ^ A puisque A est normal. On en deduit que la restriction de (|9.7.3p a M' induit un 
homomorphisme 

(9.7.4) w: M' ^ hm A 

qui repond a la question. 

(iii) Soit G I'image inverse de par I'homomorphisme canonique Q — > AI. II resulte aussitot 
de la definition ()9.6.1|) que G est un sous-groupe de Q. D 'autre part, I'homomorphisme compose 
M' Q / G ^ M/M'^ , ou la premiere fleche est deduite de /3, est un isomorphisme. Par suite, 
M' — i> Q/G est un isomorphisme. La proposition resulte alors de ([40] 1.3.1). 

(iv) Cela resulte aussitot de (iii). 
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9.8. Dans la suite de cet article, on fixe une suite {pn)n>o d'elements de ff-j^ telle que po — p et 
Pn+i ~ Pn pour tout 71 > 0. On designe par p I'element de ^g-— induit par la suite {pn)n>o et on 
pose 

(9.8.1) ^^[p]-peW{^ff-), 
ou [ ] est le representant multiplicatif. D'apres [9.5[ la suite 

(9.8.2) ^{Me-) ^ W(^^_) A ^ 
est exacte. Elle induit une suite exacte 

(9.8.3) 0-^^c-^^2(^ir)^^c-^0, 

ou on a encore note le morphisme induit par la multiplication par ^ dans £^i(G^) (|9.3.5p . 
L'ideal ker(0) de est de carre nul. C'est un ^c-module libre de base ^. II sera note t,Gc- 

On observera que contrairement a ^, ce module ne depend pas du choix de la suite (pn)n>o- 

Le groupe de Galois Gk agit naturellement sur W(^^_) par des automorphismes d'anneaux, 
et I'homomorphisme B (|9.8.2p est Gi^-equivariant. On en deduit une action de Gk sur j2/2(^jf) par 
des automorphismes d'anneaux tel que I'homomorphisme Q (j9.8.3p soit G/^-equivariant. 

On pose 

(9.8.4) S' = Spec(^1^) et ;5=Spec(^c) 

que Ton munit des structures logarithmiques images inverses de (|6.ip . notees respectivement 
et Les actions de Gk sur 6^ et &c s'etendent naturellement en des actions a gauche sur 

les schemas logarithmiques {S,^-g) et (S*, ^^), respectivement. 
On pose 

(9.8.5) .s/2{S) = Spec(^2(^-r)) 

que I'on munit de la structure logarithmique -^^2(5) definie comme suit. Soient Q-g le monoi'de et 
q^: Q-g — )■ W(^^_) I'homomorphisme definis dans 19.61 (notes Q et q) en prenant pour (Y, ^y) le 
schema logarithmique {S,^-g) et pour u I'homomorphisme canonique T{S,^s) ~^ T{S,^-g). On 
designe par ^^^(S) -'^^ structure logarithmique sur £/2{S) associee a la structure pre- logarithmique 
definie par I'homomorphisme Q-g — >■ ^2(^7^) induit par q^. D'apres 19.71 le schema logarithmique 
(^2(5'), ^^^(-g-j) est fin et sature, et induit une immersion fermee exacte 

(9.8.6) : (E, ^ {^2(8), ^^,(5))- 

Le groupe de Galois Gk agit naturellement sur le monoide Q-g, et I'homomorphisme q^: Q-^ — > 
W(^^_) est Gif-equivariant. On en deduit une action a gauche de Gk sur le schema logarithmique 
{^2(8), ^^^(^^). Le morphisme i-g est GA'-equi variant. 

Remarque 9.9. On note £,^^ffc le ^c-module dual de £,ffc- Pour tout ^c-module AI, on designe 
les ^c-niodules M i^^c) et M ®ff^ {£,^^^c) simplement par et ^^^M, respectivement. 
On observera que contrairement a ^, ces modules ne dependent pas du choix de la suite {pn)n>o- 
II est done important de ne pas les identifier a M . 

Pour des i?i-algebres A, nous considererons dans la suite de cet article des ^-modules de Higgs 
a coefficients dans ®K ^ (cf. I2.8p . Nous dirons abusivement qu'ils sont a coefficients 

dans (,~^^\(/ff ,. La categoric de ces modules sera notee MH(A, ,^ ). 
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Proposition 9.10. Les homomorphismes de Frohenius ahsolus de Roo/pRoo et R/pR sont surjec- 
tifs. 

Montrons d'abord que riiomomorphisme de Frobenius absolu de Roo/pRoo est surjectif. Rappe- 
loiis que pour tout entier n > 1, Spec(i?„) est uue composante connexe de Xn ®0Kn ^li (|6-8p et 
qu'on a un diagramme cartesien de ^-^morphismes (16.6.41) 

(9.10.1) X„ ^ Spec(^i^[p(")]/(^„ - e^*"')) 



X ff-K ^ Spec(^i^[P]/(^ - e^)) 

ou pour tout t <E P, on a note t^") son image dans P*^") par I'isomorpliisme canonique (|7.8.4[) . 
Comme le morphisme canonique X ~> S Xb[n] B[P] est etale (|6.2.2p . il suffit de montrer que 
I'homomorphisme de Frobenius absolu de la limite inductive de Fp-algebres (relativement a la 
relation de divisibilite) 

(9.10.2) ihn (^:r/p^:r)[^^"V('^n - e^'"') 

ji>i 

est surjectif. Ceci resulte du fait que I'liomomorphisme de Frobenius absolu de ^j^/p^j^ est surjectif 
et que pour tout f S P, on a e*'"' = e^''*""' dans (|9.10.2p . 

Montrons ensuite que I'homomorphisnie de Frobenius absolu de R/pR est surjectif. Soient L 
une extension finie de Poo contenue dans F, D la cloture integrale de R dans L. Supposons que 
D soit presque-etale sur Poo- Alors D/pD est presque-etale sur Roo/pRoo [WA 2.6.3(3)). Comme 
I'homomorphisme de Frobenius absolu de Roo/pRoo est surjectif, I'homomorphisme de Frobenius 
absolu de D/pD est presque surjectif en vertu de ([42] 2.6.9). Pour tout x £ D. \\ existe x' ,y ^ D 
tel quep^/^x = x'P+py. Alors x" = p^^^^^P^x' € D etonax ^ x"p +p^^^y. Par le meme argument, 
il existe y',z € D tel que y = y'^ + p^^^z. Par suite, on a x = (.x" + p^/(^p'>y'y mod pD. On en 
deduit par passage a la limite inductive, en vertu de I6.16[ que I'homomorphisme de Frobenius 
absolu de R/pR est surjectif. 

9.11. D'apres[93]et[930l la suite 

(9.11.1) 0^ W(%) A W(%) AS^O 
ou ^ est I'element (|9.8.ip . est exacte. Elle induit une suite exacte 

(9.11.2) ^P A^2(i?) Af ^0, 

ori on a encore note le morphisme induit par la multiplication par ^ dans ^2(^)- L'ideal ker(0) 

de £/2iR) est de carre nul. C'est un P-module libre de base ^, canoniquement isomorphe a ^P (cf. 
19. 9p . Le groupe de Galois F agit par fonctorialite sur £/2iR)- 

Le groupe de Galois F (|6.9p agit naturellement sur W{^-^) par des automorphismes d'anneaux, 
et I'homomorphisme 9 (|9.11.ip est F-equi variant. On en deduit une action de F sur £/2{R) par des 
automorphismes d'anneaux telle que I'homomorphisme 6 (|9.11.2p soit F-equivariant. 

On pose 

(9.11.3) y = Spec(P) et F = Spec(^) 
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que Ton munit des structures logarithmiques images inverses de (|6.2D . notees respectivement 
et Les actions de F sur R et R induisent des actions a gauche sur les schemas logarith- 
miques {Y,^y) et (y,^^), respectivement. 
On pose 

(9.11.4) £^2{Y) = Spec(^2(i?)) 

que Ton munit de la structure logarithmique ^^^(^y) definie comme suit. Soient Qy le monoi'de 
et Qy '■ Qy ^ W(^-^) I'homomorphisme definis dans 19.61 f notes Q et q) en prenant pour u I'homo- 
morphisme canonique T{X, — > T{Y, ^y)- On designe par ^^^(f) structure logarithmique 
sur £/2{Y) associee a la structure pre- logarithmique definie par I'homomorphisme Qy — > ^2{R) 
induit par qy- L'homomorphisme 9 induit alors un morphisme (|9.6.4p 

(9.11.5) i'y: iJ.Jiy) ^ (^2(r),^i^^(y)). 

Le groupe de Galois F agit naturellement sur le monoi'de Qy, et I'homomorphisme gy : Qy — > 
W(^;^) est F-equi variant. On en deduit une action a gauche de F sur {s^2^) ^ si^(j)) ■ Le mor- 
phisme i'y est F-equi variant. 

Sans les hypotheses de l9.71 on ne saurait pas si le schema logarithmique (^2/2(^)1 ^^^(y)) 
et sature et si i'y est une immersion fermee exacte. C'est pourquoi nous equiperons £^2^^ d'une 
autre structure logarithmique ^^ir^ (y) dans 19.121 

9.12. Pour tout t E P, on designe par t I'element de Qy defini par ses projections (|9.6.ip 

(9.12.1) (aoo(t^''"^))«eNelnni? et j{t) er{X,^x), 

N 

ou est r image de t dans P^^ par I'isomorphisme (|7.8.4p et Uoc est I'homomorphisme (|7.8.3p . 
On verra que cette notation est compatible avec celle introduite dans ()7.18.2p et n'induit aucune 
confusion. Le lecteur observera ici que t depend du choix du morphisme (|6.7.ip . L 'application 

(9.12.2) P^Qy, t^t 
ainsi definie est un morphisme de monoides. On designe par 

(9.12.3) qy:P^£/2(R) 
I'homomorphisme compose 

(9.12.4) P^Qy ^ W(%) -^^2(i?). 

On munit £/2iY) de la structure logarithmique ^s^^iY) associee a la structure pre- logarithmique 
definie par qy. Le morphisme ()9.12.2p induit alors un morphisme de structures logarithmiques sur 

(9.12.5) ^s^2{Y) -^'s^^iY)- 

II est clair que I'homomorphisme compose 9 oqy : P ^ R est induit par a (cf. I7.8p . Par suite, 9 
induit une immersion fermee exacte 

(9.12.6) zy: (y,^y) (^/2(F),^^,(y)), 
qui se factorise a travers i'y (|9.11.5p . 
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Proposition 9.13. Supposons qu 'il existe une carte fine et saturee M' — >■ T{X, ^x) pour {X, ./£x) 
(|5.13p telle que I'homomorphisme induit 

(9.13.1) M' ^T{X,^x)/^{X,ff^) 

soit un isomorphisme. Alors le morphisme ^ai-i{Y) ^ ''^I/2(f) l|9.12.5p est un isomorphisme. 

En effet, d'apres lOTTl le schema logarithmique {£/2{Y), -^^^(f)) sature, et le morphisme 

i'y (I9.ll.5p est une immersion ferniee exacte. Par suite, pour tout point geometrique y de Y , notant 
encore y le point geometrique iy^Jj) = iy(y) de £^2{X), I'homomorphisme 

(9-13.2) '^^.(Y),v/^Xi^Y),y ^ ■^i/.(F),17/^i(y),17 

induit par ()9.12.5p est un isomorphisme. Comme ^'^^^y^- est integre, on en deduit que le mor- 
phisme ^i^^{Y),y — > -^'^^(Y) y (|9.12.5p est un isomorphisme ; d'ou la proposition. 

Remarque 9.14. On notera que contrairement a ^'^^i^yy structure logarithmique 
depend de la carte (P, 7) pour {X^^x) (|6.2p . D'apres 15.171 quitte a remplacer X par un recou- 
vrement ouvert afSne, on pent supposer la condition de 19.131 remplie. Toutefois, meme si nous 
faisions cette hypothese au depart, nous serious amenes a considerer des situations ou elle n'est 
plus satisfaite (|14.27p . 

Remarque 9.15. On designe par tt I'element de Q-g defini par ses projections (|9.6.ip 

(9.15.1) (7rp™)„6N e lim et -k (^Y(S,Jis), 

N 

(cf.[631et[9ll) et par 

(9.15.2) %:N^£/2(^7f) 
I'homomorphisme compose 

(9.15.3) N ^ ^ W(^^_) ^ £^2{.&k)^ 

oil la premiere fleche envoie 1 sur tt. La structure logarithmique sur s^2{S) associee a la structure 
pre-logarithmique definie par q-g est canoniquement isomorphe a y^^^ ()9.8p . Cela resulte de 19.71 
comme dans la preuve de 19.131 

9.16. On a un homomorphisme canonique Q-g — > Qy qui s'insere dans un diagramme commutatif 
(9.16.1) N 



Qs- 

W(^^_ 



■Qy 



■W(%) 
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ou i3 est rhomomorphisme donne dans (|6.2|) . la fleche verticale superieure de gauche envoie 1 sur 
TT (|9.15p et celle de droite est (|9.12.2p . On en deduit un diagramme commutatif 

(9.16.2) (Y,^y)^^ij^2iY),^^,^Y)) 



9.17. On a un homomorphisme canonique 

(9.17.1) Zp(l)^^|. 

Pour tout ( e Zp(l), on note encore C son image dans Comme 9{[(] — 1) = 0, on obtient un 
homomorphisme de groupes 

(9.17.2) Zp{l) ^ j^2(R), C ^ log([C]) = [C] - 1, 
dont I'image est contenue dans ker(6') = S^R. 

Lemme 9.18. L 'homomorphisme Zp(l) — > .S!/2{R) (|9.17.2p est Zp-lineaire et T-equivariant ; son 
image engendre I'ideal pp^ de £^2{R) le morphisme R-lineaire 

(9.18.1) 'R{l)^p'^(R 

qui d X ® Q, oil X ^ R et ( £ Zp(l), associe x ■ log([C]) est un isomorphisme. 

La premiere assertion est immediate puisque Zp(l) et £/2{R) sont complets et separes pour les 
topologies p-adiques. Soit ( = (Cn)n>o G ^p(l) tel que Ci 1 (on 8. (q — 1). Notons I'image 
canonique de (Cra+i)ri>o dans et posons cj — X^fJTo [CT ^ ^(.^'r)- Alors uj est un generateur 
de ker(6l) ([ID] A.2.6), et on a dans .e/2(i?) 

(9.18.2) [C] - 1 = ^([C] - 1) = ^^([C'] - 1) - ^(Ci - 1). 
Comme v{Ci — 1) = le reste de I'assertion s'ensuit. 

9.19. L'homomorphisme canonique Zp(l) ^ {^'p, x) (|9.17.ip et I'homomorphisme trivial Zp(l) — s- 
T(X, ^x) (de valeur 1) induiscnt un homomorphisme 

(9.19.1) Zp(l)^>Qy. 
Pour tons g S P et i S P, on a dans Qy 

(9.19.2) g(t) = xt{g)-l 

ou I'on a (abusivement) note xt : P Zp(l) I'application deduite de ()7.19.1|) . On en deduit la 
relation suivante dans £^2{R) 

(9.19.3) 5(5y(i)) = [xt(.9)]-«y(i), 
ou [xt(5)] designe I'image de Xtig) par I'application composee 

Zp(l) ^ % Il> W(%) ^ i^2{R)- 
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Notons Tg rautomorphisme de £/2{Y) induit par Taction de g sur s^2{R)- La structure logarith- 
mique r*(^^2(V')) sur ^2(^) est associee a la structure pre-logarithmique definie par rhomomor- 
phisme compose g oqy: P — > S!^2{R) (|9.12.3p . L'application 

(9.19.4) P^rK2(r),^^,(y)), t^[xt[g)]-t 

est un morphisme de monoi'des (|7.19.4p . Elle induit done un morphisme de structures logarith- 
miques sur £^2{X) 

(9.19.5) Qg-. T*(^^2(y)) ^^^(Y)- 
De meme, en vertu de (|7.19.3p . le morphisme de monoi'des 

(9.19.6) P^T{s^2{Y),t;{^^^(y))). t^[g{xt{9-'))]-t 
induit un morphisme de structures logarithmiques sur J^2{X) 

(9.19.7) hg-. ^^^(Y) T;(^^^(y)). 

On voit aussitot que ag et bg sont des isomorphismes inverses I'un de I'autre (|7.19.3p . et que I'apph- 
cation g (t^-i , flg-i) est une action a gauche de T sur le schema logarithmique {£/2{Y), .y^c^^iY))- 
On verifie aussitot que le morphisme iy (|9.12.6p et le morphisme canonique (|9.16.2p 

(9.19.8) {s^2{Y\^^.^,iY)) -> (^2(^),^^^,(5)) 

sont F-equivariants. Par ailleurs, pour tout g G F, le diagramme 

(9.19.9) T;(^^,(y)) — ^ r;{^'^^^y^) 



ou les fleches horizontales sont induites par I'homomorphisme (|9. 12.51 et a'g est I'automorphisme 
de structures logarithmiques sur s^2{Y) induit par Taction de g sur Qyi est commutatif. 

10. TORSEURS ET ALGEBRES DE HiGGS-TATE 

Les notations introduites dans 19.81 19.1 II et 19. 121 sont en vigueur dans la suite de cet article. 

10.1. On pose X = XxsSeiX^XxsS que Ton munit des structures logarithmiques images 
inverses de (|6.2p . notees respectivement et On a alors des isomorphismes canoniques 

(10.1.1) {x.JK-j^) ^ (x,^x)y^is,^s)(s,^s), 

(10.1.2) (^,^^) ^ (X,^x) X(5,^,) (^,^-j), 

le produit etant indifferemment pris dans la categoric des schemas logarithmiques ou dans celle des 
schemas logarithmiques fins. On en deduit en particulier une action a gauche de Gk sur les schemas 
logarithmiques {X^^-y) et (X,^-^). On a un morphisme canonique F-equivariant (|9.11.3p 

(10.1.3) (f,^p) ^ (X,.^-^). 

Une {s/2{S), ^^^(^-^)- deformation lisse de {X,^-j^) est la donnee d'un morphisme lisse de 
schemas logarithmiques fins (X,^^) {■s^2{S)t ^^^^g-^) et d'un (S", .y#^)-isomorphisme 

(10.1.4) (t,^-^) ^ (X,^^) X(^^(^) ) (^,^^). 
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Comme {X, ^-j^) — >■ {S, est lisse et que X est affine, uiie telle deformation existe et est unique 
a isomorphisme pres en vertu de ([32J, 3.14). Son groupe d'automorphismes est isomorphe a 

(10.1.5) Rom^^ih],/^^ f^^). 

On rappelle qu'on a pose f^J^/^^, = ^^(fl„p)/(<5>^,N) ^IHM- 

Dans la suite de cette section, nous fixons une telle deformation {X , ^^). 

Remarque 10.2. D'apres iG.Sr i). le schema Spec(i?i) est une composante connexe ouverte de X. 
Par suite, Z — Spec(i?i ®0—Gc) est un ouvert et ferme de X. par lequel se factorise le morphisme 

,(gP-deformation de {Z,Ji^\Z) suffit pour las besoins de cat article. 



(fTUXa . Une (^2(5),. 
10.3. On pose 
(10.3.1) 



T = Hom^(f2ij/^^®fl^,fi). 



On identifie le i?- module dual a ^ ^£7]^,^^^ 



R (19. 9p et on note la i?-algebre symetrique 



associee ll^.bl) 
(10.3.2) 



On designe par l^ar le topos de Zariski de Y (|9.11.3p . par T le ^^^-module associe a T et par T le 
y-fibre vectorial associe a son dual, autrement dit. 



(10.3.3) 



Spec(^). 



Soient U un ouvert de Zariski de F = Spec(i?), U I'ouvert correspondant de £/2{y) (cf. 19. lip . 
On designe par ^{U) I'ensemble des Heches pointillees qui completent le diagramme 



(10.3.4) 



iU,^y\U) 



X' 




(^/2(5),^^,(5)) 



de fagon a le laisser commutatif. D'apres [5.23) le foncteur U n- ^(C/) est un T-torseur de Yzar- On 

I'appelle torseur de Higgs-Tate associe a (X,^^). On designe par ^ le i?-module des fonctions 
affines sur ^ (cf. 14. 9p . Celui-ci s'insere dans une suite exacte canonique (|4.9.ip 



(10.3.5) 



0^ R 



R^O. 



D'apres ([55] I 4.3.1.7), cette suite induit pour tout entier n> 1, une suite exacte (|2.5p 



(10.3.6) 

Les R-m 
(10.3.7) 







s|-^(^) ^ s|(^) ^ s|(^'^^]^,/^,, (Sr R) ^ 0. 



Les i^-modules (S^(^))nGN forment done un systeme induetif filtrant, dont la limite inductive 

R 

= lim (^) 

— — ¥ R 

n>0 



94 



AHMED ABBES ET MICHEL GROS 



est naturellemeiit munie d'une structure de i?-algebre. D'apres [4.101 le y-schema 
(10.3.8) L = SpecC^) 

est naturellement un T-fibre principal homogene sur Y qui represente canoniquement Jff. On 
prendra garde que J^, et L dependent de {X, ^^). 

10.4. On munit Y de Taction naturelle a gauche de A ; pour tout g G A, Tautomorphisme de 
Y defini par g, que Ton note aussi est induit par rautomorphisme g^^ de R. On considere 
T comine un ^y-module A-equivariant au moyen de la donnee de descente correspondant an 
i?i-module Hom^ (f2]j,y^^^ _Ri,^i?i) (cf. I4.18p . Pour tout 5 e A, on a done un isomorphisme 
canonique de i^p-modules 

(10.4.1) rJ:T^5*(T). 
Celui-ci induit un isomorphisme de K-schemas en groupes 

(10.4.2) tJ:T^5'(T), 

ou g* designe le foncteur de changement de base par I'automorphisme g de Y (|4.1.ip . On obtient 
ainsi une structure A-equivariante sur le F-schema en groupes T (cf. I4.17P et par suite une action 
a gauche de A sur T compatible avec son action sur Y ; I'automorphisme de T defini par un 
element 5 de A est le compose de tJ et de la projection canonique g'(T) T. On en deduit 

une action de A sur par des automorphismes d'anneaux, compatible avec son action sur R, 
que I'on appelle action canonique. Cette derniere est concretement induite par Taction triviale sur 

L'action a gauche de A sur le schema logarithmique {•s/2{Y), ^^^^(y)) definie dans 19.151 induit 
sur le T-torseur ^ une structure A-equivariante (cf. I4.18p . autrement dit, elle induit pour tout 
5 G A, un isomorphisme de rj-equivariant 

(10.4.3) rf:^^g*(^); 

ces isomorphismes etant soumis a des relations de compatibilite (I4.16.6p . En effet. pour tout ouvert 
de Zariski t/ de F, on prend pour 

(10.4.4) Tf{U):^{U)^^{g{U)) 

Tisoniorphisnie defini de la fagon suivante. Soient U Touvert de ^2(i^) correspondant h U, ^ 
^{U) que Ton considere comme un morphisme 

(10.4.5) V: iU,^.s^,iY)\U) ^ (X,^^). 

Comme les morphismes iy (|9.12.6p et (y,^j>) — {X,^-j^) (|10.1.3p sont A-equi variants, le mor- 
phisme compose 

(10.4.6) igiU),^^,^YMU)) ^ {U,^^AY)\U) A (1,.^^) 

prolonge le morphisme canonique {g{U),^y^\g{U)) — > {X,^j^). II correspond a Timage de tp par 

T^{U). On verifie aussitot que le morphisme ainsi defini est un isomorphisme rj-equivariant 
et que ces isomorphismes verifient les relations de compatibilite requises (j4.16.6p 

D'apres [4.211 les structures A-equivariantes sur T et ^ induisent une structure A-equivariante 
sur le ^^>-module associe a ou, ce qui revient au meme, une action i?-semi-lineaire de A sur 
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telle que les morphismes de la suite (|10.3.5|) soient A-equivariants. On en deduit sur L une 
structure de T-fibre principal homogene A-equivariant sur Y (cf. I4.20p . Pour tout g G A, on a 
done un isomorphisme r^-equi variant 

(10.4.7) rL:L^5'(L). 

Cette structure determine une action a gauche de A sur L compatible avec son action sur Y ; I'au- 
tomorphisme de L defini par un element g de A est le compose de et de la projection canonique 
5*(L) — !> L. On obtient ainsi une action de A sur par des automorphismes d'anneaux, compatible 

avec son action sur i?, que Ton appelle action canonique. Cette derniere est concretement induite 
par Taction de A sur ^ . 

Pour tout 5 G A, on designe par 

(10.4.8) L(f)^>L(f), V'^V 
le compose des isomorphismes 

(10.4.9) T^-.MY) ^ g-(L)(r), 

(10.4.10) .9'(L)(?) ^ L(?), pro V'0 5"\ 

ou g^^ agit sur F et pr: g'(L) — > L est la projection canonique, de sorte que le diagramme 
(10.4.11) 




est commutatif. 

Definition 10.5. La i?-algebre (|10.3.7p . munie de Taction canonique de A (|10.4p . est appelee 
I'algebre de Higgs-Tate associee a {X,^i^). La /^-representation (|10.3.5p de A est appelee 
V extension de Higgs-Tate associee a {X,^j^). 

On notera que sous les hypotheses de 19.131 ces deux ^-representations de A ne depend pas du 
choix de la carte (P,7) ([12]), d'apres igi^ et (|9.19.9p . 

10.6. Pour tout M e T = T(r), on note 

(10.6.1) t„:T^T 

la translation par u. Pour tout ■0 G J!f{Y), on designe par I'isomorphisme de T-fibres principaux 
homogenes sur Y 

(10.6.2) t^:T^L, v^v + xjj. 

La structure de T-fibre principal homogene A-equivariant sur L se transporte par t^, en une 
structure de T-fibre principal homogene A-equivariant sur T. Pour tout g G A, on a done un 
isomorphisme rj'-equivariant 

(10.6.3) TT^:T^g*(T). 
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Cette structure determine une action a gauche de A sur T compatible avec son action sur Y 



I'automorphisme de T defini par un element g de A est le compose de t^^ et de la projection 



canonique g*{T) — >■ T. On en deduit une action 
(10.6.4) (^^ : A Autj^^ (^) 

de A sur (|10.3.2p par des automorphismes d'anneaux, compatible avec son action sur R ; pour 
tout (7 S A, ipii){g) est induit par Tautomorphisme de T defini par g~^. 

L'isomorphisme : "t^ ^ .y induit par est A-equivariant si Ton munit ^ de Taction cano- 
nique de A et ^ de Paction tp.ff,. 

On verifie aussitot que pour tout g £ A, le diagramme 

(10.6.5) 



est commutatif (|10.4.8p . Par suite, le diagramme 
(10.6.6) T 




est aussi commutatif. On en deduit que 

(10-6-7) </'^(5) =t(^_.,^) og, 



ou t 



est I'automorphisme de .y induit par t(^_g,0-) et g agit sur .y par Taction canonique. 



in R) ^ R s'etend en un accouplement T Cg)^ y y, 



10.7. L 'accouplement T (g)^ (f "^fi^y, 
oil les elements de T agissent comme des i?-derivations de y. On definit ainsi un morphisme 

(10.7.1) T ^ r(T, T^^y), u^Du, 

ovL Trp^p est le fibre tangent de T sur Y. Celui-ci identifie T au module des champs de vecteurs de 
T sur Y invariants par translation. II induit aussi un isomorphisme 

(10.7.2) T(g)^^T ^-T^/y. 

Notons n — ©n>on„ I'algebre a puissances divisees de T (|2.5p . On a un accouplement canonique 

(10.7.3) n„ (g)^ ^ yra^ 



qui est parfait si m = (^ A. 10). Pour tout m G T = T(y), Z?„ appartient a I'ideal a puissances 
divisees de H, et on pent definir exp(D„) comme un operateur differentiel d'ordre infini de y . 
Pour tout x G on a la formule de Taylor 

(10.7.4) t:(a:)=exp(D„)(a;), 

oil t* est I'automorphisme de y induit par t„ (110. 6. ip . 
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10.8. On a uii isomorphisme S^-lineaiie canonique 

(10.8.1) ~ ^-^"^i 

On note 

(10.8.2) d^: ^^r'f^fl/^^ 

la i?-derivation universelle de S^. Le morphisme (|10.7.ip est defini explicitement de la fagon sui- 
vante : pour tout u — Honi-^(r2^^^^ 0^ i?, ^i?), _D„ est la i?-derivation composee 



(10.8.3) 



R/0K 



®R ^ — 1 ^ .y 



On peut alors redemontrer directement que I'operateur difFerentiel 

(10.8.4) exp(D„): ^ 

est bien defini et que c'est un isomorphisme de i?-algebres (|10.7.4p . En efFet, pour tout n > 0, 
envoie S^^ sur .5^""^ (|10.3.2p ; il est done nilpotent sur ©o<i<n-5^*- Par suite, exp(_Di,) est bien 

defini comme automorphisme de la i?[i]-algebre D'autre part, pour tout x S =5^^ C =5^, on a 

(10.8.5) By.v{Du){x) = a; + {C^u){x). 

On en deduit que exp(I?„)(^) C ^ et par suite que exp(I?„)(^) = (puisque D-u = —Du)- 
10.9. L 'isomorphisme (110. 8. ip induit un isomorphisme 



(10.9.1) 

On note 
(10.9.2) 



R/^R 



la i?-derivation universelle de Pour tout x G dcg{x) est I'image canonique de x dans 
(10.9.3) 



^ ®rR (|10.3.5p . Par suite, pour tout g G A, le diagramme 



id0g 



^^'^R/e^ ®r' 
est commutatif. Pour tout ?/' G ■^(^)7 le diagramme 

(10.9.4) 



Rjffjr 



idiS)tj 
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ou est risomorphisme induit par ()10.6.2p . est clairement commutatif. On en deduit que le 
diagramme 



(10.9.5) 



est commutatif, ou Lp^ est Taction de A sur 5^ definie dans (|10.6.4p . 
Remarque 10.10. Soient {X'^^^,) une autre {s!^2{S) , ^ ^^(g^)-AeioiT[v&t\ox\ lisse de (X, 



y le torseur de Higgs-Tate, la i?-algebre de Higgs-Tate et la i?-extension de Higgs-Tate 
associes. On a alors un isomorphisme de {£/2{S) , ^ ^^(^-^)-AeioiT[vaX\OTas 

(10.10.1) u: {X,^^) ^ {X',^^,). 



L 'isomorphisme de T-torseurs — >■ y , ip i-^ u o ip (110. 3. 4p induit un isomorphisme i?-lineaire et 
A-equivariant 

(10.10.2) ^' ^ ^, 

qui s'insere dans un diagramme commutatif (|10.3.5I) 



(10.10.3) 




RIOk 



On en deduit un i?-isomorphisme A-equivariant 
(10.10.4) ^' ^ 



10.11. Toute section i/; G definit un scindage : ^ — )■ i? de la suite exacte (|10.3.5p . a 

savoir, le morphisme qui a toute fonction af&ne I sur ^ associe Le morphisme id^ — 

induit un morphisme i?-lineaire 

(10.11.1) u^:C^VL\ig^®B%^ 

qui n'est autre que la restriction de I'isomorphisme (t^)~^ : ^ ^£ (|10.6.2p a S^^ . 

Pour tous V'' £ ■^(^)j difference tp — ip' & T(y) = T (|10.3.ip determine un morphisme 
i?-lineaire 

(10.11.2) av,,^' : (E>r%^% 
On a 

(10.11.3) cr^,^' = u^' - u^. 
D'apres (|10.4.1ip . pour tous g e A ct tp e J^{Y), on a 



^10.11.4) 



— g o u,^ o g 
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Par suite, pour tout a; G ^ ^fl^^^^ (E)b.Ri, I'application g ^ <J,j;.a^{x) est un cocycle de A a valeurs 
dans R. L'application induite 

(10.11.5) c^n],/ff^®RR^^K\i^,% 

est clairement le bord de la suite exacte longue de cohomologie deduite de la suite exacte (|10.3.5p . 
D'apres p0.6.7p et (|10.7.4p . notant D^_b^ I'image de — ^ip par le morphisnie (|10.7.ip . on a 

(10.11.6) ip^{g) ^ eyi-p{D^^a^) o g, 

oil g designe Paction canonique de g sur (|10.4p . En particulier, d'apres pO.S.Sp . pour tout 
xer^f^fl/^^ C =5^1, on a 

(10.11.7) ip^{g){x) ^ X + a^^g,p{x). 

Remarque 10.12. On dit qu'un element ip de -Sf (F) est optimal si pour tout g G A, le morphisnie 
tp -s^p e T{Y) = T se factorise en 

(10.12.1) n],^^^®R%^%ii) ^p^^n.^^n, 

ou la deuxieme fleche est I'isomorphisme (|9.18.ip la derniere fleche est I'injection canonique. 
Notons J^' la i?-algebre graduee (|2.5p 



(10.12.2) S^' = S^{n],^^^®RR{-l)). 
L'isomorphisme canonique (j9.18.ip 

(10.12.3) r'^R/e^^ ®fl ^ ^ P^^R/ff^ ®R ^(-1) 
induit un i?-homomorphisme 

(10.12.4) j: ,y ^ y" 

tel que J ®Zp Q_p soit un isomorphisme. Pour tout -0 G y{Y), on note encore iy9^ Taction de A sur 
deduite de son action sur y definie dans (|10.6.4p . Pour que cette action preserve y , il faut 
et il suffit que ^ soit optimal. En efFet, notons 

(10.12.5) f2^y^^ ^(-1) ^ p"^^ 

le morphisme i?-lineaire deduit de ip — £ T{Y) = T et de I'isomorphisme (|9.18.ip . Pour tons 
g G A et X G r2]j^^^(— 1) C y, on a alors 

(10.12.6) ip.^{x) = X + (^^^g-il,{x). 

Par suite, pour que ip.jp preserve y", il faut et il sufRt que ^^.g^ se factorise a travers R C p p^R 
pour tout g G A, ce qui est equivalent au fait que ip est optimal. 
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10.13. D'apres l6.2r CK). il existe essentiellement un unique morphisme etale 

(10.13.1) ^ ('^2(^),^^,(5)) XS[N] B[P] 

qui s'insere dans un diagramme commutatif a carres cartesiens 



(10.13.2) 



(Xo,^^J (^2(^),^^,(5)) Xs[N] B[P] (^2(5), ^^,(5)) 



B[P] 



B 



N] 



oil le morphisme a est defini par la carte N — > r(£/2(<5'), -^^3(5)), 1 tt (|9.15p . On dit que 

(Xq,^^^) est la (^2/2(6'), (5))"'^^-^°™^^^^°-'^ ^i''^^ (^j-^;^) definie par la carte (-P, 7). On 

designe par J^q le torseur de Higgs-Tate (|10.3p . par la i?-algebre de Higgs-Tate et par ^0 la 

i?-extension de Higgs-Tate associes a (Xq,^^^) p0.5p . 
Le diagramme 

(10.13.3) 



{S, Ji^) (=e/2(5), ^^,(s)) Bn 



ou le morphisme 6 est defini par la carte canonique P r(£/2{Y), ^^^^(^y)) (|9.12p est commutatif 
d'apres (|9.16.ip . II est clair que le diagramme (sans la fleche pointillee) 



(10.13.4) 



X' 

■00 



'Pa 



'2(5), ^^^(5)) Xb[n]B[P] 



ou 00 est defini par (jl0.13.3p est commutatif. On pent le completer par une unique fleche pointillee 
ipo e ^o{Y) de fagon a le laisser commutatif. On dit que tpQ est la section de ^^q{Y) definie par 
la carte (P, 7). Le lecteur observera ici que {Xq, ^^^) et iJjq dependent du choix du morphisme 
(|6.7.ip . puisque les cartes a et 6 en dependent. 



Proposition 10.14. Conservons les notations de (|10.13p . Pour tous t G P^p et g ^ A, on a 
(10.14.1) (V'o-^^o)(rflog(i)) = -log([xt(5)]), 

oil Von considere ■0o"^^V'o comme un element de T^{Y) = T (110. 3. ip . dlog(t) est I'image canonique 
de t dans fJ^y^^ (j7.18.5p et log([xt]) designe I'homomorphisme compose 



(10.14.2) 



■ Aoo ^Zp(l) ^pp-^^R- 
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oil la premiere et la derniere fleches sont les morphismes canoniques, xt est I'homomorphisme 
(|7.19.5p et la troisieme fleche est induite par I'isomorphisme (|9.18.ip . En particulier, ipQ est optimal 

(fnmi) . 



Comme les deux membres de I'equation (|10.14.ip sont des homomorphismes de P^p dans ^i?, 
on pent se borner au cas ou t G P. Les morphismes 0o (po o g^^, on 4>o est le morphisme defini 
dans (|10.13.4p et g^^ agit sur {£/2{Y), ^j^^i^y))^ prolongent le meme morphisme 



B[P]. 

D'apres les definitions et la condition 16.2( 0^). la difference 0o ~ 0o ° correspond au morphisme 
tfjQ — ^ipQ G T. D'autre part, on a g{t) — [xt{g)] ■ t dans r(^2(^), -^^^'2(1')) (|9.19.4p . La premiere 
proposition s'ensuit compte tenu de 15.231 et (|9.17.2p . La seconde proposition est une consequence 
immediate de la premiere. 



Lemme 10.15. On a un diagramme commutatif 



(10.15.1) 



Ri 



■Hi(A,i?) 



HHA,r^i?(l)) 



■ll\A,p—R) 



oil d est le bord de la suite exacte longue de cohomologie deduite de la suite exacte courte (jl0.3.5p . 
u est induit par le morphisme (|8.13.3p . v est induit par I'isomorphisme (j9.18.ip et w est induit par 

I'injection canonique pp^R — > R. 

En effet, il suffft de montrer que le diagramme 



(10.15.2) 



^ ^^R/ffK ®-R -^1 ~ 
Homz(Aoo,r'^(l)) 



Hi(A,P) 



RomziAocP"-^ Ri) 



ou S est I'isomorphisme (|7.19.9p . v' provient de I'isomorphisme i^?'c(l) pp-^£,&c (|9.18.ip et w' 
est induit par I'injection canonique pp-^ Ri R, est commutatif. D'apres 110. lOi d ne depend pas 
de la deformation (X, ^^). On pent done se borner au cas oii {X, est la deformation definie 
par la carte (P, 7) (|10.13p . Soil ipQ la section de J^q{Y) definie par la carte (P, 7)- D'apres [10.111 
pour tout X £ i^^^R/ffjf ®-R Ri^ d{x) est la classe du cocycle g 1— )• a^ggji,g{x) de A a valeurs dans 

R. L'assertion resulte done de 110.141 



Remarque 10.16. II resulte aussitot de 110.151 que pour tout element non-nul a de ff-^^ on a un 
diagramme commutatif 



(10.16.1) 



Hi(A,r^i?(i)/«r^i?(i))' 



■Hi(A,i?/ai?) 



(A, P/ap5^ P) 
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ou da est induit par le bord de la suite exacte longue de cohomologie deduite de la suite exacte 
courte obtenue en reduisant (jlO.3.51) modulo a, Ua est induit par le morphisme (|8.13.2p . Va est 
induit par risomorphisme (j9.18.ip et Wa est induit par I'injection canonique p'p^ R — > R. 

10.17. On designe par ipa — ip^^ p0.6.4p Taction de A sur 5^ induite par la section t/'o G ^q{Y) 
definie par la carte (P, 7) (|10.13p . Soient ti, . . . ,td E P^^ tels que leurs images dans (P^p/ZA) C^z'^p 
formcnt unc Zp-base, de sorte que ((ilog(ii))i<i<d est une _R-base de 51^^^^ (|7.18.5p . Pour tout 
1 < i < d, posons yi — (^^^d\og{ti) G ^^^^^/jy^^, C ^ et notons Xi Thomomorphisme compose 

(10.17.1) A ^A^-^Z,il)'^p^^ffc , 

ou la premiere Heche est le morphisme canonique, xu est Thomomorphisme (|7.19.5p et la troisieme 
fleche est induite par Tisomorphisme (|9.18.ip . II resulte alors de (I10.ll.6p et p0.14.ip que pour 
tout (7 G A, on a 

d r\ 

(10.17.2) Mg) = exp(- ^ ^-i— x^i9)) ° 9- 

1=1 

Par suite, ipa preserve la sous-i?i-algebre 

(10.17.3) 6 = Sg-^(r'f^fl/^,®«i?^) 
de S^, et Taction induite de A sur & se factorise a travers Apoo . 

Theoreme 10.18. Conservons les notations de p0.13p et notons (P^P/ZA)iib le quotient de 
PSP/ZA par son sous-module de torsion. Alors la donnee d'un inverse d droite 

(10.18.1) u.: (PSP/ZA)iib ^P«^P 

du morphisme canonique P^p — )■ (PSP/ZA)iib determine uniquement un morphisme R-lineaire et 
A-equivariant 

(10.18.2) p-5*r^o 
qui s'insere dans un diagramme commutatif 

(10.18.3) ^p-^R ^p-^^o >-p^^£,-'^n]^,ff (»rR ^0 



^ (vrp)-ip ^ S ^ ®R P(-l) ^ 

oil les lignes proviennent des suites exactes (|7.22.2p et p0.3.5p et c est induit par I'isomorphisme 

Comme le sous-groupe de torsion de P^'^ jTLX est d'ordre premier a p, Tisomorphisme (|7.12.ip 
induit un isoniorphisme 

(psP/ZA)ub 

Par suite, le compose de w avec Thomomorphisme PSP — > (f(l),t ^ dlog(t) (|7.18.3p induit un 
morphisme P-lineaire que Ton note 

(10.18.4) a^,:^\ie^®R%^S{S). 
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D'apres (|7.18.4p . ct^q est un sciiidage de la suite exacte ()7.22.2p tordue par Zp(l). Pour tout 
X G S'{1), posons 

(10.18.5) {i^o,x) = x-a^„{,^{x)) G ^-^^(1), 

ou v. (o'(l) — >■ fl^j^^g,^ (E>R R est le morphisme canonique. On definit une application 

(10.18.6) ( , ) : ^o{Y) X ^(1) ^ {np)-^^{l) 

de la fagon suivante : pour tout G T H10.3.ip . si on note (f) le morphisme compose 

(10.18.7) h],^^^ ^^^Jt,(n^ p-^t{l) (7rp)-it(l), 

ou la deuxieme fleche est induite par I'isomorphisme (|9.18.ip et la troisieme fleche est I'injection 
canonique, on a 

(10.18.8) (V-o + ^,x)^ (?Ao, x) ~ '^(Hx))- 

Pour tout V' G ^o{Y), le morphisme S'{1) {ttp)^^R{1),x i-> {i^,x) est un scindage de la suite 
exacte (|7.22.2p tordue par Zp(l). 

Montrons que pour tous t/j G ^^q{Y), x G 'S'{1) et g G A, on a 

(10.18.9) g((^,x)) = (V,3(a^)). 

Considerons d'abord le cas tp = ipQ. II suffit alors de montrer que pour tout x G fl^^^^^ (E)r R, on a 

(10.18.10) o'^o.^ixAx) ^a^„{x) - 9{<T^oi9^^x)), 

ou a^g^g^g est le morphisme defini dans p0.18.7p a partir de ipQ — ^ipQ G T pO.lip . Soient t P, 
y son image canonique dans (PSP/ZA)iib, z = w{y) G P^p. On a alors 

c7^g{d\og{t)) = dlog(F). 

D'autre part, en vertu de 110.141 on a 

CT.0o^s^o(o'log(O) = (Xt(5))~\ 

OU (xt(ff))~^ G ^p(l) C i?(l) C (7rp)^^i?(l). On observera que le caractere log([ ]) disparait de 
la formule a cause de la definition (|10.18.7p . Comme I'image de Xt(ff) I'injection canonique 

{iTp)~^R{l) (o'(l) est d\og{xt{g)) (|7.18p . il suffit encore de montrer la relation suivante dans 

m 

(10.18.11) g(rflog(i)) = d\og{I) + log(xt(<?)). 

On peut evidemment remplacer t par une puissance, et done supposer i — z G ZA. Comme A fixe 
dlog(A), la relation (|10.18.1ip resuhe de (|7.20.ip . 

Dans le cas general, pour tous </) G T, a; G et g G A, on a 

5((V'o + 0,2^)) = .g(('/'o,a;)) -go0(i/(a;)) 

= {^'4'0,9{x)) ~ g o'(l)o g-'^{iy{g{x))) 

= {\% + ^),g{x)), 

ce qui acheve la preuve de (110.18. 9p . 
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Pour tout X e I'application ^ {i',^) est une fonction afHne sur a valeurs dans 

(7r/9)^^i?(l) (cf. 14. 7p . EUe est done naturellement un element de {tt p)^^ . L'application 

(10.18.12) (1) ^ (7rp)-ij^o(l), {tl)^ {il:,x)) 



est un morphisme i?-lineaire et A-equivariant en vertu de (|10.18.9p . Le morphisme induit 
s'insere dans un digramme commutatif 



0- 







ou ii est Tinjection canonique. Considerons le diagramme commutatif 

^p~^R ^p~^^o ^p~^£_-^h]^^^^ ®B^R ^0 



^ (7rp)-ii?- 



Jif- 



R/ffK "^-R 



0- 



■0 



^ (vrp)-ii? (7rp)-i^o {7Tp)-'r'^],/e^ ®rR- 

ou 12 et ^3 sont les injections canoniques et est I'image inverse de {Trp)^^^Q par Z2. Comme 
Z2 o c^^ = o i]^, on en deduit un isomorphisme a: Jif ^ S qui s'insere dans un diagramme 
commutatif 



0- 



RIffK ^-R 



i? ^0 



^{j:p)-^R- 



■S ■ 



Le morphisme p~'p^ S compose de I'injection canonique p~p^^o ~^ et de a repond 

alors a la question. 

Corollaire 10.19. 11 existe un morphisme R-lineaire et A-equivariant 
(10.19.1) p^^.^^S' 
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qui s'insere dans un diagramme commutatif 

(10.19.2) ^p^^H ^p--^^^ ^p^lAr^-if]!^^^^ ^0 



^ M-^i? ^ S ^ ®R R{-1) ^ 

oil les lignes proviennent des suites exactes (j7.22.2p et p0.3.5p et c est induit par I'isomorphisme 

Cela resulte de llO.lOl et fTUlE 

11. COHOMOLOGIE GALOISIENNE II 

Dans cette section, nous reprenons en les generalisant legerement des resultats de T. Tsuji |43| . 
11.1. On note 5^ la i?-algebre symetrique (|10.3.2p 

(11.1.1) y = ^T^{r'^R,ff^®R% 

et .y son separe complete p-adique. Pour tout nombre rationnel r > 0, on designe par la 
sous-i?-algebre de ,y definie par (|2.5p 

(11.1.2) = S^(pT'f^^/^,, ®R% 

et par ^^^^ son separe complete p-adique que Ton suppose toujours muni de la topologie p-adique. 
On munit de la topologie p-adique (j2.2p . Compte tenu de I6.13l et de sa preuve, 

et i^'') sont if5'(7-plats. Pour tons nombres rationnels r' > r > 0, on a un homomorphisme injectif 
canonique a ' J5^(''') ^ J?^('^). On verifie aussitot que I'homomorphisme induit a'"''' : 
est injectif. On pose 

(11.1.3) ,9''^ = lim i^'^), 

que I'on identifie a une sous-i?-algebre de .9 par la limite inductive des homomorphismes 
On a un =5^'-''-*-isomorphisme canonique 

On designe par 

(11.1.5) : ^ ®R y"-'^ 
la i?-derivation universelle de ^('') et par 

(11.1.6) d^., : ^"^^ ^ C'^ije^ ®R ^^'^ 

son prolongement aux completes (on notera que le i?-module fJ^y^^ est libre de type fini). Comme 
Sr^^\i/ffj^ ®R. R C dy(r){y^'^'>) (|2.12p . dy(r) et dj^,.-^ sont egalement des i?-champs de Higgs a 
coefficients dans (^'^^R/ff^^. (cf. I^J^ et [HID. On desi gne par 

,p''dy^r-)) le complexe de 
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Dolbeault du module de Higgs (^'^) , p^'dj?,,, ) (j^X^ et par K' (^'^) , p^'d^,, ) le complexe de 
Dolbeault augmente : 

(11.1.7) ^K"(i^'^),p'^d^,,) 

ou R est place en degre — 1 et la differentielle R est I'liomomorphisme canonique. 

Pour tous nombres rationnels r' > r > 0, on a 

(11.1.8) ^'■'(id X a'^'''') o'^.rc-') = P^'dj.M oa''''''. 
L'homomorphisme a^'^ induit done un morphisme de complexes 

(11.1.9) ly'-^^' : K'{y^-'\p-'d^^,,) ^ K'{^^\p-d^^,). 

D' apres (jll.l.Sp . les derivations p'^d^^j induisent une i?-derivation 

(11.1.10) rf^t : ^ r'f^^/^^ ®fl 

qui n'est autre que la restriction de dj^a, S^"^ . On designe par K* (^^ , d^t ) le complexe de Dolbeault 

du module de Higgs (S^"^ ^dy\). Comnie R est i^c-plat (|6.13p . pour tout nombre rationnel r > 0, 
on a 

(11.1.11) ker(dj^t ) = ker(d^,) ) = i?. 

Proposition 11.2. Pour tous nombres rationnels r' > r > 0, il existe un nombre rationnel a > 
dependant de r et r' , mais pas des donnees (16. 2p . tel que 

(11.2.1) p'^v^-^' : K*(^'^'\/d^,,,) ^ K'(^''),p^d^„,) 

soit homotope a par une homotopie R-lineaire. 

Solent ti,...,td G tels que leurs images dans {P^PfZX) ®i Zp forment une Zp-base, de 
sorte que {d\og{ti))i<i<d forment une i?-base de £7^^^^ (|7.18.5I) . Pour tout 1 < i < d, posons 
Ui = C^d\og{ti) e S.^'^^^R/ff^ C y. On designe par 

(11.2.2) /i-': ^''''®z,Qp^t®z^Qp 
le morphisme i?-lineaire delini par 

(11.2.3) h-\ n yr) = «o. 

n=(ni,...,nd)GN'' l<j:<d 

Pour tout entier m > 0, il existe un et un unique morphisme i?-lineaire 

(11.2.4) /i" : r"'-'^R^^, ®R ^'■'^ Qp ^ r'"f2^/^^ (Sr ^'■) Qp 
tel que pour tout 1 < ii < . . . < im+i < d, on ait 

(11.2.5) h"\ «ii n yz"'®r'rflog(i^jA.--Ar'rflog(t.„+J) 

r!.= (ni,...,nd)eN'^ l<i<(i 

E n yr""''" ®r'diog(i».)A...Ar'rfiog(i.„H.j, 

n=(ni,...,nd)e./ii-i l<i<d 

OU Jij_i est le sous-ensemble de N'' forme des elements n — {ni,...,nd) tels que ni — •■• = 
= 0. 
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Soit a un nombre rationnel tel que 

(11.2.6) a> sup (logp(x + l) + (x + l)r-xr'), 

ou logp est la fonction logarithme de base p. Pour tout entier m > 0, on a clairement 

(11.2.7) P"/i™(r""'f^^;;,. ®R =^'^'^) c r^f^S/^^ ®R 

On verifie aussitot que les morphismes (p"/i™)m>-i definissent une homotopie reliant au inor- 
phisme p^z/'"''' . 

Corollaire 11.3. Pour tous nomhres rationnels r' > r > 0, le morphisme canonique (|11.1.9p 

(11.3.1) K'(^'-'),/d^,.,) Qp ^ K*(i^'^),p'-d^.,) Qp 

est homotope a par une homotopie continue. 

Corollaire 11.4. Le complexe K'(^'^, dj^t) (8>Zp Qp esi une resolution de R[^]- 

En effet, on a un isomorphisme canonique de complexes 
(11.4.1) lim K'{^''\p'd^^,)®^^%^K'{.y\d^,)®^^%. 

La proposition resulte done de 111.31 

11.5. On designe par {Xq,^^^) la (^2(5"), ^^^^j-gp-deformation lisse de (X,^-^) definie par la 

carte (P, 7) p0.13.ip . par ^0 le torseur de Higgs-Tate associe (|10.3p . par il>o e ^o(i^) la section 
definie par la meme carte (|10. 13.41) et par ipQ = ip^^ Paction de A sur ^ induite par tpo p0.6.4p . 

D'apres [1 1 .61 ci-dessous. pour tout nombre rationnel r > 0, la sous- i?-algebre ^(''^ de y est stable 
par ifo. Sauf mention expresse du contraire, on munit actions de A induites 

par (fio . Les derivations d.y et d^sont A-equivariantes d'apres (|10.9.5p . II en est done de meme 
des derivations d^(r), d^^) et d^t compte tenu de (111.1. 8p . 

Proposition 11.6. Pour tout nombre rationnel r > 0, la sous-R-algebre ^('') de J?^ est stable 
par V action ip^ de A sur y , et les actions induites de A sur sont continues pour les 

topologies p-adiques. 

Reprenons les hypotheses et notations de 110.171 D'apres (|10.17.2p . pour tout (7 G A et tout 
1 < i < d, on a 

(11.6.1) M9){Vi)=V^-r\^{9)■ 

Comme i~^Xi{9) G p'p^&c (|9.18p . ^t'") est stable par p>o{g)- Soit Q un generateur de Zp(l). II 
existe Og e Zp tel que Xi{9) = [C'] - 1 e ^2(1%). Par linearite, on a log([C°'']) e p"p'^°'s)^ff(j^ 
et par suite (po{9)iyi) — Vi & p^pi°-9).y. Pour tout entier n > 0, I'ensemble des g £ A tels que 
f^pio-g) ^ fT- etant un sous-groupe ouvert de A, on en deduit que le stabilisateur de la classe de p^iji 
dans est ouvert dans A. La seconde assertion s'ensuit car Taction de A sur R/p^^R 

est continue pour la topologie discrete. 

Theoreme 11.7 (Tsuji, [43j 6.2). Soit r un nombre rationnel > 0. Alors : 
(i) Le morphisme canonique 

(11.7.1) Ri Qp ^ (^"^ Qp)^ 

est un isomorphisme. 
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(ii) Pour tout entier i > 1, 
(11.7.2) lim H^„„t(A,^'-)®z,Qp) = 0. 

La preuve de ce theoreme sera donnee dans 111.171 Nous I'avons repoussee vers la fin de cette 
section car elle necessite I'introduction de notations assez lourdes. On notera que cet enonce est 
legerement plus general que celui de Tsuji ([43J 6.2). 

Corollaire 11.8. Pour tout nombre rationnel r > 0, on a 

En efFet, J^*") est ifJ'c'-plat et rhoniomorphisme canonique R — j> est injectif. II resulte de 

Elllqu'on a (^'^))'^ = ^''^ n ^[i]. Par aiUeurs, on a i^'') n = et (i?)"^ = % d'apres 
H^i). On en deduit que (^'■))'^ = ^ et par suite que (j^t)A ^ 

11.9. On designe par 6 la sous-i?i-algebre de ^ definie par p.Sp 

(11.9.1) 6 = Sg-^(r'f2fl/^,,®Hi^). 

D'apres 110.171 Taction (po de A sur preserve 6, et Taction induite sur & se factorise a travers 
Apcxi . On note encore ip^ Taction de Apoo sur 6 ainsi definie. Calquant la preuve de lll.6[ on 
montre que cette derniere est continue pour la topologie p-adique sur 6. On peut aussi deduire 
cette propriete directement de 111.61 en observant que pour tout entier n > 0, Thoniomorphisme 
canonique (3/p"(3 est injectif (cf. la preuve de l6.13p . On pose 

(11.9.2) = &®^^rZ, 

(11.9.3) j5^poo = &®^^R^. 

L 'action tpo de Apcxj sur © induit des actions de Apoo sur =5^=0 de A^o sur S^ao- 

Pour tout nombre rationnel r > 0, on designe par ^m'' la sous-iioo-algebre de definie par 

(11-9.4) = (pT 'f^^/^, ®fl C), 

et par S'^Sa son separe complete p-adique. Compte tenu de 16.131 et de sa preuve, S^So et c5^ob 
sont ^c-plats. Pour tout nombre rationnel r' > r, on a un homomorphisme injectif canonique 
^cxD '' — 5> yoc) ■ On verifie aussitot que Thoniomorphisme induit ■* — > .5^'' est injectif. La 
preuve de 111.61 montre que S^^^ est stable par Taction de Aqo sur S^oo — -^x) , et les actions 
induites de Aoo sur =5^ob et =5^oo sont continues pour les topologies p-adiques. Sauf mention 
expresse du contraire, on munit =Xoo et .YSo de ces actions et des topologies p-adiques. 
On designe par y^l} la sous-i?poc-algebre de ^poo definie par 

(11.9.5) ^pt^ = S^- {P^'C^^R/e^ ®rR^), 

'^r) (r) 

et par J^pJ son separe complete p-adique. L'algebre J^pJ verifie des proprietes analogues a celles 
verifiees par En particulier, J/'pl} est stable par Taction de Apoc sur ,yp^ = et les 

actions induites de Apoo sur .ypl} et .y^L! sont continues pour les topologies p-adiques. Sauf mention 

(r) '^r) 

expresse du contraire, on munit y^aJ et y^ao de ces actions et des topologies p-adiques. 
Lemme 11.10. Pour tout nombre rationnel r > et tout entier i > 0, le morphisme canonique 
(11.10.1) H^„„t(Ap~,^:^) ^H^„„,(Ao,,^^)) 
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est un isomorphisme, et le morphisme canonique 

(11-10.2) HL„t(A^,^'-)) ^ H^„,t(A,^'-)) 

est un presque-isomorphisme. 

Soit n un entier > 0. L'homomorphisme canonique 

(11.10.3) j^ptVp"=^pt' -> [y^^/p'^-y^^)^' 

est un isomorphisme en vertu de 16.121 II en resulte par ()6.10.ip que le morphisme canonique 

(11.10.4) ff (Apoo , ^ptVp"=5^pt)) ^ ff (Aoo, ^i:Vp"^i''^) 

est un isomorphisme. On en deduit par p.l0.4p et p.lO.Sp que le morphisme (|11.10.ip est un 
isomorphisme. 

D'autre part, l'homomorphisme canonique 

(11.10.5) ^i"Vp"^i"^ ^ (^('^Vp"^^"')^ 

est un presque-isomorphisme en vertu de 16.211 On en deduit par 16.191 que le morphisme canonique 

(11.10.6) Vn: ff(Aoo,^W/p"^W) ^ff(A,j5^W/p"^W) 

est un presque-isomorphisme. Notons An (resp. C„) le noyau (resp. conoyau) de ^n- Alors les 
^?j^-modules 

lim An, lim C„, R^lim An, R^lim Cn 

Ti>0 Ti>0 n>0 n>0 

sont presque nuls en vertu de ( [20] 2.4.2(ii)). Par suite, les morphismes 

lim ■)/)„ et R^'^lim ■!/)„ 

n>0 ii>0 

sont des presque-isomorphismes. On en deduit par (|3. 10.41) et (|3.10.5p que le morphisme (|11.10.2p 
est un isomorphisme. 

11.11. Soient ti,. . . ,td e P^p tels que leurs images dans (P^'^/'EX) Oz forment uiie Zp-base, 
{Xti)i<i<d leurs images dans Hom(Apoo , Zp(l)) (|7.19.5p . ( une Zp-base de Zp(l). Les {xti)i<i<d 
forment une Z^-base de Hom(Apoo , Zp(l)) (|7.19.8p . 11 existe done une unique Zp-base {■~fi)i<i<d de 
Apoo telle que Xtiilj) = hjC pour tons I < i,j < d (|6.9p . Pour tout entier < i < d, on designe 
par iSpoo le sous-groupe de (|8.7.7p 

(11.11.1) 5poc = Horn (Apoc , /ip oc (i^.^)) 

forme des liomomorphismes v. Apoo — > lJ-p^{ff-j^) tels que i/(7j) = 1 pour tout 1 < j < i- 

Les {d\og{ti))i<i<:d forment une i?-base de f2^^^^ (|7.18.5p . Pour tout 1 < i < d et tout n = 

(m, ...,nd)€ N", posons = r'd\og{t,) G r'^'n/^^ C ^p~ , \n\ = ^ti et = Jlti V?' G 
o5^poo . On observera que Rp<x, est separe pour la topologie p-adique et s'identifie done a un sous- 
anneau de Rpoa ; cela resulte par exemple de (|8.9.8p . (|8.9.17p et du fait que Spec(i?i) est un ouvert 
de Spec(Ci). Pour tout nombre rationnel r > 0, tout entier < i < d et tout v e iSpoo, tenant 
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compte de 18.91 et avec les memes notations, on designe par ^^^'^(i/) et iS^pd les sous-i?i-niodules 
de S^pl} definis par 

(11.11.2) ^y^;l{>^) = 0P^i^i<iy^ 

neJi 

(11.11.3) io5^pol — iJ^p2,{i'), 

ou Ji est le sous-ensemble de N'' forme des elements n — (ni, . . . , n^) tels que ni = ■ ■ ■ = Ui = 0. 

■^r) . (r) 

On note iS^ p^ le separe complete p-adique de iS^ p,L . La topologie p-adique de i?p=o etaiit induite 
par la topologie p-adique de Kp^ , on deduit facilement de (|8.9.ip que la topologie p-adique de 

(r) (r) ' — (r) 

pJc est induite par la topologie p-adique de .S^pJ. . Par suite, i^^oo est I'adherence de iS^ pJc 
dans oJ^Io*. II resulte de 18.91 et pi.6.ip que pour tout 1 < j < c? et tout v G iSpoo, 7j preserve 
i^p'2(z/) et done aussi ^^^"2. Si 1 < j < i, 7^ fixe ,i^p'2(j^) et i.5^p'2. 

Lemme 11.12. Les hypotheses etant celles de (111. lip , soient, de plus, i un entier tel que 1 < i < d, 
r,r' deux nomhres rationnels tels que r' > r > 0. Alors : 

(i) On a o^pl = et d^pl = Ri- 

(ii) Le noyau du morphisme 

(11.12.1) 7. - id: (.-i)^p'i ^ (.-D^l 
est egal d {5^ poo . 

(iii) // existe un entier a > 0, dependant de r et r' mais pas des donnees (|6.2p . tel que Von ait 

(11.12.2) ■ (,-i)^p2 c (7. - m(^-l)^p^)■ 

(i) Comme BlpcL — Ri (|8.9.2p . on a d-^poo — Ri- D'autre part, on a 

(11.12.3) o^i'l = Sr^^ (p'T'f^fl/^,, Rp-), 

■ — "^r) 

ce qui implique que o-5^p°° — -^p^- 

(ii) Pour tout entier n > 0, on a clairement 

(11.12.4) . = n (p" • (._i)^J'2). 

II suffit done de montrer que la suite 

(11.12.5) ^ ^ ^ (..D^W 

est exacte. Soient S (i„i)S^^ et 

(11.12.6) z= P'''-'a«y-e(.~i)^i2(^). 

"6 Ji-i 

On a alors (|11.6.ip 

(11.12.7) (7^-id)(z)= P'''-'^i^-e(.-i)^i'2(^), 

Ji-i 
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ou pour tout n — (ni, . . . , Ud) £ Ji-i, 

(11.12.8) 6„ = (z.(7,)-l)a„+ J2 p''^'"'""'^MK7.)aini"'"'""% 

m — (mi,...,mrf)EJi-i(n) 

Ji-iin) designe le sous-ensemble de Ji-i forme des elements m — {mi, . . . , m^) tels que rrij = rij 
pour j i et > rii, et w = log([C]) est un element de valuation de (|!j-18p . 

Supposons que ji{z) — z et 1^(7^) ^ 1. Alors v{i'{'-fi) — 1) < et pour tout n = (jii, . . . , Ud) G 
Ji_i, on a 

m.=(mi , . . . ,m<i ) e Ji _ 1 (n) 

On en deduit que pour tout a G N et tout n e Ji-i, on a a„ G p^°'R^p2 (on le prouve par recurrence 

sur a) ; done z = car R^2 est separe pour la topologie p-adique. 

Supposons que 7^(2) = z et 1^(7;) = 1. Alors pour tout n = (ni, . . . , n^) e Ji-i, si on pose 
n/ — {n'l, . . . , n^) G Ji_i (n) avec = n,; + 1, on a 

..mi —rii — l 



w 



(mi — nAl 

rn—{nii,...,m^)^Ji-i{n') 

On a w"^~^/m\ G i^c pour tout entier m > 1. On en deduit que pour tout a G N et tout 
n = (ni, . . . , Ud) G Ji_i tel que rii > 1, on a n.ilan G p^'^R^2 (on le prouve par recurrence sur a) ; 

done a„ = 0. Par suite z G i^^l{v), ce qui acheve la preuve de I'exactitude de la suite ()11.12.5p . 

(iii) II suffit de montrer qu'il existe un entier a > ne dependant que de r et r' tel que pour 
tout ly G on ait 

(11-12.9) P"((.-I)^i':in^)) C (7.-id)((.-i)i^;i). 

En effet, si Ton pose M = (74— id)((i_i)^p^ ), on en deduira par completion p-adique un diagramme 
commutatif 

(11.12.10) P"((.-I)^p'2) M (.-D^l 



7i — id 



-l)K 



(^-l)J"poo 

OU la fleche verticale sera surjective en vertu ([IJ 1.8.5). 
Supposons 1^(7,:) ^ 1. D'apres (|11.12.7p . on a 

(11.12.11) (K7.)-l)((.-i)^i'2(^^)) C (7.-id)((.-i)^^:^(^^)) + (K70-l)p'^((.-i)^^:i(^)). 
On en deduit que 



(11.12.12) - l){i^-ly9'^:;l{v)) c (7. -id)((.-i)^::) 



On peut done prendre a — 1 car v{v{'^i) — 1) < -fzi- 

Supposons que v{'^i) = 1, de sorte que v G iSpoo. Notons (i?^^!)^ et ((i-ij^pll (j^))^ les separes 
completes p-adiques de i?^'^ et (i-i)^^!! (i^), respectivement. On observera que ((i-i)^p'2 ('^))^ 
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s'identifie a un sous-_Ri-module de Tout element z de ((i_i)c5^^'2 (i^))'^ peut s'ecrire 

comme somme d'une serie 

(11.12.13) ^= f^''-'«iLy- 

n G Ji - 1 

ou a„ e (i?p^)'^ et a„ tend vers quand |n| tend vers I'iiifini. Par suite, (7^ — id)(z) est encore 
donne par la formule pi.l2.7p . II suffit done de montrer qu'il existe un entier a > ne dependant 
que de r et r' tel que pour tout 

(11-12.14) P'''-'^iLl-e(»-i)<:in^), 

le systeme d'equations lineaires definies, pour n = (ni, . . . , n^) G Ji-i, par 

...mi—rii 

(11.12.15) pV"^ -'■)l^ln,!6„ = V p'-("-^"')m,!a™^ 

~ , , , , ~{mi - ni)\ 

m=(rni,...,mdjGJi-i(nj 

admette une solution G {R^2)^ pour m G Ji-i telle que a„i tend vers quand |m| tend vers 
rinfini. Pour n = (ni, . . . , Ud) G Jj-i, posons 

(11.12.16) a; = n,!p-^a„, 

(11.12.17) 6; = pV'^'^^'-'n.lp^^fcn, 
de sorte que I'equation (|11.12.15p devient 

(11.12.18) K,=p^+—w Yl )('"—i)a:„^^ -. 

— ^ — ' — [rrii — rii)'. 

m=(mi ,...,md)£Ji-i{n) 

Considerons I'endomorphisnie i?i-lineaire $ de (©neJi-i^p=^)^ defini, pour une suite (a::Ti)rieJi_i 
d'elements de {R^2)^ tendant vers quand |n| tend vers I'inlini, par 

(11.12.19) $( ^ a;„) = ^ z„, 



OU pour n — (ni, . . . , rid) G Ji-i, 

(11.12.20) z„= Y P 



{rrii — Tii + 1)! 

m=(mi,...,md)G{ii}UJi-i(ri) 

Comme $ est congru a I'identite modulo p^'^'p^ , il est surjectif en vertu ([T] 1.8.5). Par suite, 
pour toute suite b'^ G p^'^'p^ 'w{r'^2)^ pour n G Ji-i tendant vers quand \n\ tend vers I'infini, 

I'equation ()11.12.18p admet une solution a'„^ G {R^2)^ pour m G Ji-i tendant vers quand |2Zi| 
tend vers I'infini. D'autre part, v{w) = et il existe un entier a > tel que pour tout n G N, 
on ait 

n 2 

(11.12.21) (/- r)n + ■[;(«!) ^ a > r -\ . 

p — 1 P ^ 1 

L'assertion recherchee s'ensuit en prenant pour 6^ pour n G Ji-i les elements definis par ()11.12.17p 
(qui sont en fait nuls sauf un nombre fini). 
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11.13. Conservons les hypotheses de 111. Ill Pour tout nombre ratiomiel r > 0, on definit par 

(r) • ' 

recurrence, pour tout entier < i < d, un complexe IK^ de i?poo -representations continues de 

(r) • — Tr) (r) • 

Apcxi en posant Kq = [0] et pour tout 1 < i < n, est la fibre du morphisme 

(11.13.1) 7, -idiKl^^i'^Kl:^!*. 

II resuhe de 13.251 et (|2.7.9I1 qu'on a un isomorphisme canonique dans D+(Mod(i?i)) 

(11.13.2) C-„„,(Ap^,^L))^IKM'V 

Pour tons nombres rationnels r' > r > 0, rhomomorphisme canonique S^L^ induit 

pour tout entier < i < d un morphisme K^'^'*'* de complexes de i?poo -representations 

continues de Apcxi . 

Proposition 11.14. Les hypotheses etant celles de (|11.11[) . soient, de plus, i un entier tel que 
< i < d, r,r' deux nombres rationnels tels que r' > r > 0. Alors : 

(i) On a un isomorphisme canonique Ri-lineaire et Ap^^ -equivariant 

(11.14.1) ,^p2 ^ H"(IK|'-)^'). 

(ii) II existe un entier ai > 0, dependant de r, r' et i, mais pas des donnees (j6.2l) . tel que pour 
tout entier j >l,le morphisme canonique 

(11.14.2) W(k\'''^'') W(k\'''>'') 

soit annule par p"' . 

Procedons par recurrence sur i. La proposition est immediate pour i = d'apres I11.12f i). 
Supposons i > 1 et la proposition demontree pour i — \. Le triangle distingue 

(11.14.3) K^[^-' ^K^[\'ll^K^[\' 

et I'hypothese de recurrence induisent une suite exacte 

(11.14.4) — H"(Kr '•) — .-i=^;i .-i^;i , 

qui implique proposition (i) en vertu de I11.12f iil . 

Pour tout entier j > 1, le triangle distingue pi.l4.3p induit une suite exacte de i?i-modules 

(11.14.5) ^ ^ (IK.I'^^^') ^ Df^ ^ 0, 

ou Cj'^^ est un quotient de ff^^(IK|^''-[') et D^'p est un sous-module de (K^^-'-J*). De plus, d'apres 
I'hypothese de recurrence, on a un isomorphisme canonique 

(11.14.6) ^ ^-^y^pl/{l^ ~ 1)(.-I^p2). 

Les morphismes canoniques IK|^J'' — K^I^^' ^1 ^l*^ ^ K^'^'''' induisent des morphismes C^^ •* 
qui s'inserent dans un diagramme commutatif 

(11.14.7) ^ C'f"^ ^ ff(IKr''') ^ ^ 
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ou la fleche verticale au centre est le morphisme canonique. 

Posons r" ~ (r+r')/2. D'apres I'hypothese de recurrence, il existe un entier a^-i > 0, dependant 

seuleinent de r, r et i — 1, tel que pour tout entier j > 1, le morphisme D)j — Z?^ soit annule 
par p"^-^ . D 'autre part, compte tenu de I'hypothese de recurrence et en vertu de (|11.14.6p et 
I11.12r ii). il existe un entier a[_i > 0, dependant seulement de r, r' et i — 1, tel que pour tout entier 

j > 1, le morphisme C^^ — >■ cj'^'* soit annule par p">-i. La proposition (ii) s'ensuit en prenant 

Corollaire 11.15. Soient r,r' deux nombres rationnels tels que r' > r > 0. Alors : 

(i) L 'homomorphisme canonique 

(11.15.1) Ri (^LV""" 
est un isomorphisme. 

(ii) II existe un entier a > 0, dependant de r, r' et d, mais pas des donnees (|6.2p . tel que pour 
tout entier j >\,le morphisme canonique 

(11.15.2) H^co„t(Ap~ , -^/l^) ^ H^co„t(Ap~ , -^/J) 
soit annule par p" . 

Cela resulte de pi.l3.2p et 111.141 

Corollaire 11.16. Soient r,r' deux nombres rationnels tels que r' > r > 0. Alors : 

(i) L 'homomorphisme canonique 

(11.16.1) Ri (^''))^ 

est un presque-isomorphisme. 

(ii) II existe un entier a > 0, dependant de r, r' et d, mais pas des donnees (|6.2p . tel que pour 
tout entier j > 1, le morphisme canonique 

(11-16.2) ff_,(A,i^'^')) ^ H^_,(A,^'-)) 

soit annule par p". 

Cela resulte de [mUl et fTTTSl 

11.17. Nous pouvons maintenant demontrer le theoreme 111.71 Comme A est compact, pour tout 
nombre rationnel r > 0, le morphisme canonique p.Sp 

(11-17.1) C:„„,(A,^'-)) Qp ^ C:„„t(A,^'-) Qp) 

est un isomorphisme. Le theoreme 111.71 resulte done de 111.161 

Proposition 11.18. Soient r,r' deux nombres rationnels tels que r' > r > 0. Alors : 

(i) Pour tout entier n > 1, le morphisme canonique 

(11.18.1) Ri/p''Ri -> (J5^('^Vp"-^^''^)^ 

(r) 

est presque-injectif. Notons Mn son conoyau. 

(ii) II existe un entier a > 0, dependant de r, r' et d, mais pas des donnees (j6.2p . tel que pour 
tout entier n > 1, le morphisme canonique jVn Mn soit annule par p" . 
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(iii) // existe un entier /3 > 0, dependant de r, r' et d, mais pas des donnees (|6.2p . tel que pour 
tous entiers n,q> 1, le morphisme canonique 

(11.18.2) H''(A, y^"^") /p"y^''">) ^ H«(A, /p"y^'''>) 

soit annule par p^ . 

(i) Cela resulte de lll.l6f i) et de la suite exacte longue de cohomologie associee a la suite exacte 
courte de i?-representations de A 

(11.18.3) J^'') ^ J^*^) ^'■^ — ^ 0. 
On en deduit aussi un morphisme _Ri-lineaire presque-injectif 

(11.18.4) J^M^HL,t(A,^'-)). 

(ii) Cela resulte de (|11.18.4p et lll.ier ii). 

(iii) Pour tous entiers n, q > 1, la suite exacte longue de cohomologie deduite de (|11.18.3p fournit 
une suite exacte de _Ri -modules 

(11.18.5) ^ HL,t(A,i^'-))/p"H,Vt(A,^'-)) ^ H«(A,^W/p"^W) ^ ^ 0, 

ou Tn^''' est un sous-module de p"-torsion de H^j^"'j(A, .^''^). Posons r" = (r + r')/2. D'apres 
Ill.lGf ii). il existe un entier /?' > 0, dependant seulement de r, r' et d, tel que pour tout entier 
q > 1, les morphismes canoniques 

soient annules par p^ . La proposition s'ensuit en prenant /3 — 2(3' . 

12. Representations de Dolbeault entieres 

12.1. On fixe dans cette section une (^2/2(5"), ^^^(■^■))-deformation lisse [X,./^^) de (X,^-^) 

(|10.ip et on note ^ la i?-extension de Higgs-Tate et la i?-algebre de Higgs-Tate associes (|10.5p . 
On designe par ^ le separe complete p-adique de Pour tout nombre rationnel r > 0, on note 
^(''^ la i?-representation de A deduite de par image inverse par la multiplication par p^ sur 
i^^^^i/ff^ ®R R, de sorte qu'on a une suite exacte localement scindee de i?-modules 

(12.1.1) o-^t^^('-) ^r'f^fl/^^^'^flt^o. 

D'apres ([29J I 4.3.1.7), cette suite induit pour tout entier n> 1, une suite exacte p.Sp 

(12.1.2) ^ S5^-i(jrW) ^ S|(^W) ^ S'j_{C^n]^,/e,, -> 0. 



R 



Les i?-modules {S^{,^'^^"^))neN forment done un systeme inductif filtrant, dont la limite inductive 

(12.1.3) ^('■^ = lim S5l(^W) 

est naturellement munie d'une structure de i?-algebre. II existe un et un unique homomorphisme 
de ii-algebres 

(12.1.4) /i^'^); ^-^M^^Ji^W, 
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ou ^('') est la i?-algebre definie dans (|11.1.2p . tel que pour tout x e on ait 

(12.1.5) ^''■^(a;) = x 1 + 1 (/ • u^'^\x)). 

Celui-ci fait de Spec('^'^''^) un Spec(.5^(''))-fibre principal homogene sur Y (of. la preuve de I4.10p . 

L'action de A sur ^'^''^ induit une action sur par des automorphismes d'anneaux, com- 
patible avec son action sur R, que Ton appelle action canonique. La i?-algebre ^^^'> munie de 
cette action est appelee Valgebre de Higgs-Tate d'epaisseur r associee a (X,^-^). On note 
le separe complete p-adique de 'rf^^'> que Ton suppose toujours muni de la topologie p-adique. On 
munit ^(''^ Qp de la topologie p-adique (|2.2p . Compte tenu de 16.131 et de sa preuve, '^'^^'> et 

^^'"^ sont ^p-plats. Pour tous nombres rationnels r' > r > 0, on a un i?-homomorphisme cano- 
nique injectif et A-equivariant a''''' : ^ — >■ On verifie aussitot que I'homoniorphisme induit 
^ry . c^{t') _^ c^(r) injectif. On pose 

(12.1.6) = lim 

que Ton identifie a une sous- i?-algebre de = <r(°) par la limite inductive des homomorphismes 
(a*'''')rgQ>o ■ I^^^ actions de A sur les anneaux ('^^^^)rGQ>o induisent une action sur par des 
automorphismes d'anneaux, compatible avec ses actions sur R et sur 
On designe par 

(12.1.7) d<^M : ^ r'^^fl/^^ ®R '^''■^ 
la i?-derivation universelle de et par 

(12.1.8) d^-., : ^ r'f^K/^, ®R ^'■^ 

son prolongement aux completes (on notera que le i?-module fi^y^^^ est libre de type fini). On 
voit aussitot, comme pour (|10.9.3p . que les derivations dcgi,-) et d^(^) sont A-equivariantes. 

Par ailleurs, (i<^(r) et d,^(r) sont egalement des i?-champs de Higgs a coefficients dans £,~^^\i/ff^ 

puisqueC-if2^/^^(8)j{l = d<^(.) (^M) C d<g-(.)Cg'W) fcf. [2J2)l . On designe par K*(#M,p''d^(,)) le 

complexe de Dolbeault de {'^^'^\p^d^(^-i) p. 8. 21) et par K' {'^^^\ d^^^-,) le complexe de Dolbeault 
augmente 

(12.1.9) ^^IKO('#'M,p'^d^(,,) ^Ki('^'-),p'-d<^„_,) -> ^K"(#W,p'-d^(,)) ^ 

ou i? est place en degre — 1 et la differentielle R '^'■-^^ est I'homomorphisme canonique. 
Pour tous nombres rationnels r' > r > 0, on a 

(12.1.10) ^'■'(id X a'^^'-') od^(,,) =p''d^M ° oT'"'' ■ 
Par suite, a^^^ induit un morpliisme de complexes 

(12.1.11) v"-^^' : !•('#('''), p'-'d^,,,)) K'{'i^'^\p^d^^^,). 
D'apres (|12.1.10p . les derivations p^d^^^^s^ induisent une i?-derivation 

(12.1.12) d^^:^^ ^C^n\/f,^®R^\ 
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qui n'est autre que la restriction de dc^ a On note K*('^''', dtg-t ) le complexe de Dolbeault de 
{''^\ d<g\). Comme R est ffc-v^ai (|6.13p . pour tout nombre rationnel r > 0, on a 

(12.1.13) ker(d<^t) = ker(d^(,)) = R. 

12.2. Lorsque {X,^^) est la deformation {Xq,^^^) de (X,^-^) definie par la carte (P, 7) 
P0.13.ip . on equipe d'un indice les objets definis dans (|12.ip : "^o, La section -00 € ^a{Y) 

definie par la carte (P, 7) (|10.13p , induit alors un isomorphisme de i?-algebres 

(12.2.1) 

ou =5^ est la i?-algebre definie dans (|10.3.2p . Celui-ci est A-equivariant lorsque Ton munit ,5^ de 
Faction tpa — ip^g de A induite par ipQ (|10.6.4p . II est par ailleurs compatible aux derivations 

universelles d'apres (jl0.9.4p . Pour tout nombre rationnel r > 0, iJjq induit un i?-homomorpliisme 

^Q^^ R et par suite un isomorphisme de i?-algebres 

(12.2.2) ^. 

oil ^('') est la i?-algebre definie dans (|11.1.2p . Pour tous nombres rationnels r' > r > 0, le 
diagramme 

(12.2.3) s^ir') ^(^') 



ou les fleches verticales sont les homomorphismes caiioniques, est commutatif. On en deduit que 
I'isomorphisme ()12.2.2p est A-equivariant lorsque I'on munit ^('') de Paction de A induite par ipo 
(|11.6p . Par ailleurs, on verifie aussitot que le diagramme 

(12.2.4) J5^W ^'^(^''^ 

est commutatif. 

Pour des references ulterieures, nous reecrivons dans les cinq propositions qui suivent les princi- 
paux resultats du §[TT]relatifs a I'algebre ,5^ en terme de I'algebre "ip , pour une deformation geiierale 
{X,^^) de (X,^^), en tenant compte de fT2?2l et fTOTOl 

Proposition 12.3. (i) Pour tous nombres rationnels r' > r > 0, il existe un nombre rationnel 
a > dependant de r et r' , mais pas des donnees (|6.2p . tel que 

(12.3.1) p^'-''-' : &•(#('■'), /d^7.,,) ^ K-(#W,p'-d^-,„), 



ou v^'^ est le morphisme (112.1. lip , soit homotope a par une homotopie R-lineaire. 
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(ii) Pour tous nombres rationnels r' > r > 0, le morphisme canonique 

(12.3.2) ly--^^' Qp-- K*(#('-'),p'''d^(,,,) Qp ^ K*(#^'-),p'^d^(,)) Qp 

est homotope a par une homotopie continue. 

(iii) Le complexe K.* {"^^^ d<g^) Qp est une resolution de R[j;]- 

Cela resulte de [TT^ [TT31 et fTOl 

Proposition 12.4. Poitr iowf nombre rationnel r > 0, les actions de A sur sont 
continues pour les topologies p-adiques. 

Cela resulte de 111.61 

Proposition 12.5. Soit r un nombre rationnel > 0. Alors : 

(i) Le morphisme canonique 

(12.5.1) Lh Qp ^ ('^r^''^ Qp)^ 

est MTi isomorphisme. 

(ii) Powr toiii entier i > 1, on a 

(12.5.2) lim H^„„,(A,'#^'-)0z,Qp)=O. 
Cela resulte de 111.71 

Corollaire 12.6. Pour tout nombre rationnel r > 0, on a {^'^)^ = {^^'^^)^ = Ri. 
Cela resulte deHUHKou de [T^ . 

Proposition 12.7. Soient r,r' deux nombres rationnels tels que r' > r > 0. Alors : 

(i) Pour tout entier n > I, I'homomorphisme canonique 

(12.7.1) i?i/p"i?i ^ ('^^(''Vp"'^'''^)'^ 

est presque-injectif. Notons J^n^^ son conoyau. 

(ii) existe un entier a > 0, dependant de r, r' et d, mais pas des donnees (j6.2p . tel que pour 
tout entier n>l, le morphisme canonique J^n^ — )■ Jifn^^ soit annule par p" . 

(iii) // existe un entier /3 > 0, dependant de r, r' et d, mais pas des donnees (|6.2p . tel que pour 
tous entiers n,q> 1, le morphisme canonique 

(12.7.2) H«(A/#'('''Vp"'^^'''^) H«(A/#'(''Vp"'^^''^) 
soit annule par p^ . 

Cela resulte de 111.181 

12.8. Pour toute i?-representatioii M de A, on note ElI(Af ) le i?i-niodule defini par 

(12.8.1) m{M) = {M (g)^ ^l')^. 

On le munit du i?i-champ de Higgs a coefficients dans induit par d^t (|12.1.12p (cf. I9.9p . 

On definit ainsi un foncteur 

(12.8.2) H: Rep^(A) ^ MIi{R„r'^]i/ffJ. 



SUR LA CORRESPONDANCE DE SIMPSON p-ADIQUE. I 



119 



Remarques 12.9. (i) II resulte de llO.lOl que le foncteur H ne depend pas du choix de la deformation 
(X,^-^), a isomorphisme non-canonique pres. 

(ii) Pour toute i?-representation M de A, le inorphisme canonique 

(12.9.1) H(M)®^ ^H(M®^^[i]) 

jfi p ii p 

est un isomorphisme. 

Definition 12.10. On dit qu'une /^-representation continue M de A est de Dolbeault si les condi- 
tions suivantes sont remplies : 

(i) M est un i?-module projectif de type fini, muni de la topologie p-adique ; 

(ii) M{M) est un i?i-module projectif de type fini ; 

(iii) le morphisme "^^^-lineaire canonique 

(12.10.1) H(M) ^ M (g)^ 

est un isomorphisme. 
Cette notion ne depend pas du choix de {X,.4^j^) (llO.lOl et 112. Of i)). 

12.11. Pour tout ^-module de Higgs (N, 9) a coefficients dans C^^f^^/^^ (pJ| . on note V(iV) le 
i?-module defini par 

(12.11.1) N{N) = {N <^t)etot=o^ 

ou ^tot = 61 ® id -I- id ® d.g't est le i?i-champ de Higgs total sur N dg)^ (|2.8.8p . On le munit de 
Taction i?-semi-lineaire de A induite par son action naturelle sur On definit ainsi un foncteur 

(12.11.2) V: MH(i?i,r'f^fl/<y,) ^ Rep-(A). 

Remarques 12.12. (i) II resulte de llO.lOl aue le foncteur V ne depend pas du choix de la defor- 
mation (X,^j^), a isomorphisme non-canonique pres. 



(ii) Pour tout i?i-module de Higgs {N. 0) a coefficients dans ^ ^VL\.jg , le morphisme canonique 



(12.12.1) Y{N)®^R[-]^V{N ®^Ri[-]) 

H p "1 p 

est un isomorphisme. 

Definition 12.13. On dit qu'un i?i-module de Higgs {N,6) a coefficients dans ^"^f^Jj/^^ est 
soluble si les conditions suivantes sont remplies : 

(i) N est un i?i-module projectif de type fini ; 

(ii) Y{N) est un i?-module projectif de type fini ; 

(iii) le morphisme "^^-lineaire canonique 

(12.13.1) V(iV) '^t ^ TV '^l' 

est un isomorphisme. 
Cette notion ne depend pas du choix de (X,./#j) (|10.10l et ll2.12f i)V 



120 



AHMED ABBES ET MICHEL GROS 



Lemme 12.14. Soit M une R-representation de Dolbeault de A. Alors le Ri-module de Higgs 
M{M) est soluble, et on a un R-isomorphisme canonique fonctoriel et A-equivariant 

(12.14.1) V(H(M)) ^ M. 
En effet, le morphisme '^'^-lineaire canonique 

(12.14.2) H(M) _^ M 

est un isomorphisme A-equivariant de i?-inodules de Higgs a coefficients dans C^^f^/j/^^ i ou est 
muni du champ de Higgs d-^t , ]HI(M) est muni de Taction triviale de A et M est muni du champ de 

Higgs nul (cf. I2.13p . Comme M est i?-plat et que ker(d<^t) = R, on en deduit un i?-isomorphisme 
A-equivariant Y{M{M)) ^ M . Le morphisme '^'''-hneaire canonique 

(12.14.3) V(H(M)) ®^ '^t n(M) ®^ 

s'identifie alors a I'inverse de I'isomorphisme ()12.14.2p . ce qui montre que M{M) est soluble. 

Lemme 12.15. Soit {N,6) un Ri-module de Higgs soluble d coefficients dans C^^^^Jj/^^, • Alors 

la R-representation W{N) de A est de Dolbeault, et on a un isomorphisme canonique fonctoriel de 
Ri -modules de Higgs 

(12.15.1) m{Y{N))^N. 

Pour tous nombres rationnels r' > r > 0, le morphisme canonique N ^ N ®^ '^'^''^ 

est injectif car N est i?i-plat. Comme W{N) est un i?-module de type fini, il existe un nombre 
rationnel r > tel que Ton ait 

(12.15.2) Y{N) = (N '#('■) )«to1=o^ 

ou o[^l — 9^id+p^id(E)dr^^r.) est le i?i-champ de Higgs total sur N(E)-j^ D'autre part, comme 
est ^c-plat et que N est ^-plat, ^^^f^^/^^ <E)rN(^j^^ est ^c-plat. Par suite, pour tout 
71 > et tout X £ N (Kij^^ ^'^''^ tels que e^llip'^x) = 0, on a O^^i^) = 0. On en deduit que 

(12.15.3) (p"7V (E)^^ #M) n ¥{N) ^ p"Y{N). 

Done la topologie p-adique sur Y{N) est induite par celle de N Cg)^ II resulte alors de 112.41 

que Taction de A sur Y{N) est continue pour la topologie p-adique. 
Le morphisme "^t-lineaire canonique 

(12.15.4) V(A^) (g)^ -^t ^ TV 0;^^ '^l' 

est un isomorphisme A-equivariant de i?-modules de Higgs a coefficients dans ^"^fi^^^^, oii 't^'^ 
est muni du champ de Higgs d<^t , Y{N) est muni du champ de Higgs nul et iV est muni de Taction 
triviale de A (cf. 12.13^ . Comme N est un facteur direct d'un i?i-module libre de type fini, on a 
{N (g)j^^ ^■f)'^ = N (fT2^ . On en deduit un isomorphisme de ^-modules de Higgs EI(V(A^)) ^ N. 
Le morphisme "^^-hneaire canonique 

(12.15.5) H(V(Af)) (g>^^ ^ V(M) (g)^^ 

s'identifie alors a Tinverse de I'isomorphisme p2.15.4p . ce qui montre que Y{N) est de Dolbeault. 



SUR LA CORRESPONDANCE DE SIMPSON p-ADIQUE. I 



121 



Proposition 12.16. Les foncteursW etW induisent des equivalences de categories quasi-inverses 
I'une de Vautre, entre la categoric des R-representations de Dolbeault de A et celle des Ri-modules 
de Higgs solubles a coefficients dans C^^^^y^^^- • 

Cela resulte de ll2.14l et [m^ 

13. Representations petites 

Definition 13.1. Soient G un groupe topologique, A une ^c-algebre complete et separee pour la 
topologie p-adique, munie d'une action continue de G (par des homomorphismes de i^'c-algebres), 
a un nombre rationnel > 0, M une ^-representation continue de G, munie de la topologie p-adique. 
(i) On dit que M est a- quasi-petite si le A-module M est complet et separe pour la topologie 

p-adique, et est engendre par un nombre fini d'elements G-invariants modulo p°'M . 
ill) On dit que M est a-petite si M est un A-module libre de type fini ayant une base sur A 

formee d'elements G-invariants modulo p^M . 
(iii) On dit que M est quasi-petite (resp. petite) si elle est a'-quasi-petite (resp. a'-petite) pour 
un nombre rationnel a' > ^j^j- 

On designe par Rep^~''^^(G) (resp. Rep^'^^(G)) la sous-categorie pleine de RepJi^"*(G) formee 
des ^-representations a-quasi-petites (resp. quasi-petites) de G dont le A-module sous-jacent est 
i^c-plat, et par Rep^'^(G) (resp. RepJ^(G)) la sous-categorie pleine de Rep^"'(G) formee des 
^-representations a-petites (resp. petites) de G. 

Si faction de G sur A est triviale, pour qu'une ^-representation M de G soit a-petite, il faut 
et il sufRt qu'elle soit a-quasi-petite et que M soit un A-module libre de type fini. 

Definition 13.2. Soient /3 un nombre rationnel > 0, (iV, 9) un i?i-module de Higgs a coefficients 

dans r'f^^/^, m- 

(i) On dit que {N,0) est /3- quasi-petit si N est de type fini sur Ri et si 9 est un multiple de 
p^ dans ^^^Endj^ (N) (gj^? fi^^^^ (12. 8. lip . On dit alors aussi que le i?i-chanip de Higgs 9 est 
f3-quasi-petit. 

(ii) On dit que {N,9) est (3-petit s'il est /3-quasi-petit et si N est libre de type fini sur On 
dit alors aussi que le i?i-champ de Higgs 9 est f3-petit. 

(iii) On dit que {N, 9) est quasi-petit (resp. petit) s'il est /3'-quasi-petit (resp. /3'-petit) pour un 
nombre rationnel /?' > ^j^- On dit alors aussi que le i?i-cliamp de Higgs 9 est quasi-petit 
(resp. petit). 

On designe par MH''"'^pp(^, ^^^f^^jy^^) la sous-categorie pleine de MH(^, ^^^^2^/^^) ((9?9ll 

formee des i?i-modules de Higgs /3-quasi-petits dont le i?i-module sous-jacent est ^c-plat et par 
MH^"P(i?i, <^~^r2^^^^ ) la sous-categorie pleine de MH(i?i, ^^^fi^^^^) formee des i?i-modules de 
Higgs /3-petits. 

13.3. Rappelons que sur G, la fonction logarithme log(a;) converge lorsque x € 1 -\- xnc, et que la 
fonction exponentielle exp(a;) converge lorsque v{x) > Pour tout a; G G tel que v{x) > jz^, 
on a 

exp(a;) = 1 -f- a; mod (xmc), 

log(l x) = X mod {xmc), 
exp(log(l + x)) = 1 + X et log(exp(x)) — x. 
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13.4. Soit M un i?i-module de type fini. D'apres ([IJ 1.10.2), M est complet et separe pour la 
topologie p-adique, et il en est alors de meme de Endj^(A/). Supposons, de plus, M ^c-plat. 
Alors Endj^ (M) est ^(^-plat et pour tout nombre rationnel a > 0, rhomomorphisme canonique 

p"Endj^ (Af ) —5- Hom^ (Af,p"A/) est un isomorpliisme. Soient u un endomorphisme i?i-lineaire 
de Af, a un nombre rationnel > 0. Si u induit un automorphisme de M/p°'M^ alors u est un 
automorphisme de M . En effet, u est surjectif par le lemme de Nakayama. Si a; S M est tel que 
u{x) = 0, alors il existe y G Af tel que x = p^y ; comme M est ^c-plat, on a u{y) = ; on en 
deduit que x G n„>op""Af — 0, d'ou I'assertion. On pent done identifier id + p"Endj^(Af) a un 
sous-groupe de Autj^(Af). Supposons a > et t; = w — id £ p"Endj^(A/). Pour tout x G M, 
les series 

(13.4.1) exp(t;)(x) = E ^«"(^)' 

(13.4.2) log(u)(a:) = ^ i— ^z;"+i(x), 

convergent alors dans A/, et definissent deux i?i-endoniorphismes exp(u) et log(u) de M. De plus, 
on a exp(w) G id + p"Endj^ (A/), log(w) G p"End^(Af) et exp(log(ii)) = m et log(exp(w)) — v. 



13.5. Soient M un i?i-module de type fini et ^c-plat, a un nombre rationnel > fi = a — ^j^. 
On designe par I'isomorphisme compose 



(13.5.1) 



Homz(Aoo,p"End|^^(Af)) p/3e"'End^^ (AT) Homz(Aoo, i?i(l)) 

idi8)(5 

p^r'End^^(A//) ®Rn]„^^ 



oil 5 est I'isomorphisme (|7.19.9|) et I'isomorphisme horizontal provient de (|6.11.2p et de I'isomor- 
phisme canonique (?c{^) ~^ P~^^^c (|9.18.ip . On notera que le i?i-module End^^ (A/) est complet 
et separe pour la topologie p-adique et ^c-plat ()13.4p . On pent decrire explicitement comme 
suit. Soient ti,...,td G P^p tels que leurs images dans [P^^ /IX) ®i Zp forment une Zp-base, 
(Xu)\<i<d leurs images dans Homz(Aoo, Zp(l)) (|7.19.5p . {d\o'g{U))x<i<d leurs images dans f^^/^^ 
(|7.18.5p . Les ((ilog(ti))i<i<d forment alors une i?-base de $7]^,^^^ (|7.12.ip et les (xti)i<i<(i forment 
une Zp-base de Homz(Aoo, Zp(l)) (|7.19.8p . Pour tout 1 < i < d, notons Xi I'homomorphisme 
compose 



(13.5.2) 



A, 



„ log([ ]) _L 

■Zp(i) ^pv-n 



ou la seconde fleche est induite par I'isomorphisme (|9.18.ip . Compte tenu de (|6.11.2p . pour tout 
homomorphisme 0: Aoo P"Endj^(Af), il existe G p^End^(Af) (1 < i < d) tels que 



(13.5.3) 



1=1 
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Concretement, si ( est une Zp-base de Zp(l), il existe des elements 71, . . . , 7^ G Aoo tels que pour 
tous 1 < i, j < d, on ait Xtiilj) = ^ijC- Pour tout 1 < i < d, on a done 

(13.5.4) r'log([C])0. = 0(7.)- 

On rappelle que log([C]) est un element de valuation de (|9.18p . Comme S{xti) = d\og{ti) 
pour tout 1 < i < d, on a 

d 

(13.5.5) *Af (0) = ^ «) dlog(<,)- 

i=l 

Soit ip une i?i-representation a-quasi-petite de A^o sur M. Comme Aqo agit trivialement sur 
Ri , if est un homomorphisme 

(13.5.6) V?: Aoo Autj^^(M) 

d'image contenue dans le sous-groupe id + p"End^(M) de Autj^(M). Comme Aqo est abelien, 
on pent definir I'liomomorphisme (|13.4p 

(13.5.7) log((^) : Aoo ^ p"End^^ (M). 

De plus, il resulte de (|13.5.4p et p3.5.5p que ^'M(log((/3)) A 5'A/(log(v3)) = 0, autrement dit, 
^M(log(<y5)) est un _Ri-cliamp de Higgs /3-quasi-petit sur M a coefficients dans ^"-^17^^^^. On 
obtient ainsi un foncteur 

(13.5.8) Rep|^^PP(Aoo) ^ MIl^-'^^P{R,,r'n]i/ffJ, (M,^) ^ {M , ^ m {\og{v))) ■ 

Soit 9 un i?i-champ de Higgs /3-quasi-petit sur M a coefficients dans ■ Compte tenu de 

P3.5.3p et (|13.5.4p . comme 9 A 9 = 0, I'image de I'liomomorphisme ^00 p"Endj^^ (M) 

est forniee d'endomorphismes de M qui commutent deux a deux. On pent done definir I'homomor- 
phisme (ITXi|) 

(13.5.9) exp(^'j/(0)): Aoo ^ Aut^^(M), 

qui est clairement une i?i-representation a-quasi-petite de Aoo sur M. On definit ainsi un foncteur 

(13.5.10) MIl^-^PP{R[,C'n],^ffJ ^ Repl-'iPP(Aoo), {M,9) ^ (M, exp(vI/-/(0))). 

Proposition 13.6 (Fallings, [16J). Pour tous nomhres rationnels a > et f3 — a — ^j^; ^^s 
foncteurs (jl3.5.8p et (|13.5.10p sont des equivalences de categories quasi-inverses I'une de I'autre. 
lis induisent des equivalences de categories quasi-inverses I'une de I'autre 

(13.6.1) Rep|:P(Aoo) ^ MIl^-^R[,r'^]i/ffJ, 

(13.6.2) MU^-P{R[,r'^],/^J ^ Rep|:P(Aoo). 

La premiere assertion resulte aussitot de la definition des foncteurs (|13.5.8p et (|13.5.10p . La 
seconde assertion s'ensuit puisque i?i est ^c-plat (|6.13p . 

Remarque 13.7. Sous les hypotheses de 113.51 si (M,(p) est un objet de Rep'i^''^^(Aoo) et 
{M,9) est un objet de MH'^"'5pp(^, ^"^rjL^ ) qui se correspondent par les foncteurs (|13.5.8p 
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et (|13.5.10p . alors ip et 6 sont relies par les formules suivantes 
(13.7.1) = exp l^r'^^^X^j 



d 



(13.7.2) e = }Jr^6'»®rflog(iz). 

i=i 

Comme les Xi se factorisent a travers Apoo (j7.19p , se factorise a travers Apoo . 

Proposition 13.8. Soient a un element non nul de ffj^, a un nomhre rationnel > Mi, M2 

deux {Ri/ aRi) -representations a-petites de Apoo (113. ip . 

(13.8.1) u: Ml (g}R, R M2 ^r, R 

un morphisme R-lineaire et A-equivariant. Supposons que v{a) > -^^ + a et posons b — ap^'^^p^ . 
Alors il existe un et un unique morphisme Ri-lineaire et Ap<x -equivariant 

(13.8.2) u: Mi/bMi Afa/foMa 

tel que u ®b.i R = u mod bM2 ®r-i R- 

Notons M le i?i-Apoo -module discret Hom^j^ (Mi, M2), qui est done une (i?i/ai?i)-representation 
a-petite de Apoo. Comme i?i est normal d'apres [^TST iil. on a p^bRi = {p"bR) n Ri. Par suite, le 
morphisme canonique 

(13.8.3) H°(Apo=,M/p"6M) -> H°(A, {M/p"bM) (^r, R) 

est injectif et son conoyau est annule par pp^m-j^ en vertu de 18.231 II existe alors un morphisme 
i?i-lineaire et Apcxj-equivariant 

(13.8.4) v: Mi/p"bMi ^ A/a/p^feMa 

tel que v (g)R^ 'R = p"u mod p"6Af2 R- Comme p'^Ri = (p"^) H Ri et que Ri est ff-j^- 
plat, representant v par une matrice a coefficients dans Ri/p"bRi, on voit qu'il existe un unique 
morphisme i?i-lineaire et Ap=o -equivariant 

(13.8.5) u: Mi/bMi A//2/6A//2 

tel que v = p°'u. Utilisant de nouveau que R est ifJ'-^plat, on en deduit que u (S)Ri R = u 
mod bM2 (E>Ri R- L'unicite de u resulte du fait que I'homomorphisme canonique Ri/bRi — >■ R/bR 
est injectif (cf. la preuve de 16.13^ . 

Proposition 13.9. Soient a un nombre rationnel > ^jzjr ^ element non nul de &^ tel que 

v{a) > a, M un {R/aR)-module libre de rang r > 1, muni de la topologie discrete et d'une action 
R-semi-lineaire et continue de A telle que M admette une base ei,...,er formee d'elements A- 
invariants modulo p'^'^M . Alors il existe un Ri-Ap^o -module discret N dont le module sous-jacent 
est libre de rang r sur Ri/ap~°'Ri, ayant une base /i,...,/^ formee d'elements Ap^o -invariants 
modulo p°'N , et un isomorphisme R-lineaire et A-equivariant 

(13.9.1) N®R^li^ M/ap~°'M 

qui transforme fj Cg) 1 mod p^N (g)^^ R en ej mod p^M pour tout 1 < j < r. 
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La proposition est evidente si v{a) < 3a, auquel cas on prendra N — {Ri/ap~'^RiY muni de 
la representation triviale de Apoo et de la base canonique. Supposons done v{a) > 3a. Soit n un 
entier > 1 tel que 

(13.9.2) s=^^i^^<i(a-^). 

Montrons par une recurrence finie que pour tout < i < n, la proposition vaut pour la R- 
representation M/p^"'^'^^M, autrement dit, qu'il existe un i?i-Apoo -module discret Ni dont le mo- 
dule sous-jacent est libre de rang r sur ayant une base f[^\ . . . , /r*'' formee d'elements 
Apoo -invariants modulo p^Ni et un isomorphisme i?-lineaire et A-equi variant 

(13.9.3) R ^ M/p^"+''M 

qui transforme fj ®\ mod p'^Ni R en Cj mod p"M pour tout 1 < j < r. La representation 
A'' = Nn repondra alors a la question puisque 2a + ne = via) — a. 

On prend A^o ~ {Ri/p^^RiY muni de la representation triviale de Apoc et de la base canonique. 
Supposons Ni construit avec < i < n et construisons Ni+i. D'apres [3.351 I'obstruction a relever 
Ni en un (i?i/p'^"+*'^i?i)-Apcxj -module discret dont le module sous-jacent est libre de type fini sur 
R^Ip^°'+^^R^ est un element o de H^(Apoc , Matr(i?i/p"i?i)). D'autre part, le morphisme 

(13.9.4) H2(Apoc , Mat^(i?i/p"i?i)) ^ h2(A, Mat^(i?/p"i?)) 

est presque-injectif en vertu de 18.111 L'image de o dans H^(A, Matr(i?/p"i?)) est nulle puisque 
la representation A//p^"+*'^Af se releve en M/p^^+'^M ; done p^o = 0. Par suite, en vertu de 
p.35.411 . iVj/p2"+(»-i)'^iV^ se releve en un (i?i/p3"+(»-i)'^i?^)-Apoo-module discret N[^^ dont le mo- 
dule sous-jacent est libre de type fini sur _Ri/p'^"+('~^'^i?i . D'apres[3?3ll le relevement N'i_^i®R^ R de 
M/p2"+(»-i)eAf se deduit de M /p3"+('-i)'^Af par torsion par un element c de (A, Matr (^/p"^)). 
En vertu de 18.111 le conoyau du morphisme canonique 

(13.9.5) Hi(Ap=o,Mat^(i?i/p"i?i)) ^ H1(A, Mat^(i?/p"i?)) 
est annule par pp^^^. Comme a > + 3e, p'^^^^l est l'image d'un element 

c' e Hi(Apoo,Mat^(i?i/p"i?i)). 

Modifiant A''/+i/p2"+('+i)'^iV/+^ par torsion par -c', on obtient un (i?i/p2"+(*+i)=i?i)-Apoc -module 
discret iVi+i dont le module sous-jacent est libre de type fini sur i?i/p^""'"(*"'"-'^^^i?i, qui releve 
Nijp"'^'^'^^^'^^ Ni. On notera que 2a -I- (i — 1)£ > a -f (i -|- l)e. Alors A^i+i repond a la question 
d'apres la derniere assertion du 13.341 

Proposition 13.10. Soient a un element non nul de a, jS deux nombres rationnels tels que 
v{a) > a > /3 > ^jzjj ''^^ (R/aR) -module libre de rang r > 1, muni de la topologie discrete et 
d'une action R-semi-lineaire et continue de A telle que M admette une base formee d'elements A- 
invariants modulo p^'^M. Alors il existe un Ri-Aptx -module discret N dont le module sous-jacent 
est libre de rang r sur Ri/ap^"Ri, ayant une base formee d'elements Ap^ -invariants modulo 
p^^ N , et un isomorphisme R-lineaire et A-equivariant 

(13.10.1) N (g}R,R^ M/ap-°'M. 
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La proposition est evidente si v{a) < 3a, auquel cas on prendra N = {Ri/ap "RiY muni de la 
representation triviale de Apoo. Supposons done v{a) > 3a. Soit n un entier > 1 tel que 

(13.10.2) s = < inf(i(a _ J-), a - P). 

n 6 P — 1 

Montrons par une recurrence finie que pour tout < i < n, la proposition vaut pour la R- 
representation M / p^"'^'^^ M , autrement dit, qu'il existe un i?i-Apoo -module discret Ni dont le 
module sous-jacent est libre de rang r sur ayant une base formee d'elements Apoo- 

invariants modulo p^("~^)iVj at un isomorphisme i?-lineaire et A-equivariant 

(13.10.3) N, ®_R, R ^ M/p'^"+'''M. 

La representation N = repondra alors a la question puisque 2a + ne = v{a) — aeta — e>/3. 

On prend Nq = [Ri/p^°'RiY muni de la representation triviale de Apoc et de la base canonique. 
Supposons Ni construit avec < z < n et construisons A^^+i. D'apres 13.351 (applique avec a'^ = 
p3a+ie^ a" = et a'" = ^^(a-e)^)^ I'obstruction a relever iV, en un (i?i/p^"+'^i?i)-Ap=o -module 

discret dont le module sous-jacent est libre de type fini sur i?i/p''"+''^i?i est un element o de 
H^(Apoo , Mat, (i?i/p"i?i)). D'autre part, le morphisme 

(13.10.4) H2(Ap=e , Matr{Ri/p"Ri)) H2(A, Mat^(i?/p"i?)) 

est presque-injectif en vertu de 18.111 L'image de o dans H^(A, Matr(i?/p"i?)) est nulle puisque la 
representation M/p^a+i^M se releve en M/p^a+i^M ; done p^o = 0. Par suite, d'apres p.35.4p . 
7Vi/p2a+(»-i)eiVj se releve en un (i?i/p3"+(^-i)£i?^)-Apoo-module discret iV/_^i dont le module 
sous-jacent est libre de type fini sur D'apres [3.341 le relevement Nl_^_^ (8);?^ R 

de M/p'^°'~^^^~^'>'^M se deduit du relevement M/p^"'^'--'^^^^^ M par torsion par un element c de 
H-'^(A, Matr(i?/p"i?)). En vertu de I6.23| le conoyau du morphisme canonique 

(13.10.5) Hi(Ap=o,Mat^(i?poo/p"i?poo)) -> h1(A, Mat^(i?/p"i?)) 
est annule par p^. Done p^c est l'image d'un element 

c' e Hi(Ap=e,Matr(i?p^/p"i?poo)). 

D'apres la preuve de lS.lOf il. on a c' = c'l + z'2, ou pp^Cj = et z'^ est l'image d'un element 

ci e Hi(Apoo,Mat^(i?i/p"i?i)). 

Modifiant iV/^i/p^^+^'-^^^iV-^i par torsion par -Ci, on obtient un (i?i/p3"+('-2)ei?i)-Ap=-module 
discret N'/^^ dont le module sous-jacent est libre de type fini sur Ri/p^°'~^^^~-^'>'^Ri, qui releve 
iVi/p2"+(*-2)eAr^. D'apres la derniere assertion de[3311 le relevement N^'+i^R^Rde M/p'^"+'^'-^> M 
se deduit du relevement Af/p'^"+('^^^^M par torsion par l'image C2 de c'2 dans H^(A, Matr(i?/p"i?)). 
Comme pp^C2 = 0, on en deduit encore par la derniere assertion de 13.341 qu'il existe un isomor- 
phisme i?-lineaire et A-equivariant 

(13.10.6) (A^/+i//""^+''"'^'^I+i) R ^ M/p3"-^+(*-2)^M. 

Comme a > + 3e, la representation Ni^^i — N'/j^^/ p'^°''^'^'^'^^'^^ N'/j^^ repond alors a la question. 

Proposition 13.11 (Fallings, [16J). Le foncteur 

(13.11.1) Repe~(Aoo) ^ Rep5,(A), M^M®^% 

Ri Ji «i 

est une equivalence de categories. 
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En effet, comme le foncteur canonique 

(13.11.2) Rep|. (Ap=e ) ^ Rep?^ (Aoo) 

Hi Hi 

est une equivalence de categories (jl3.7l) . il suffit de montrer que le foncteur 

(13.11.3) Rep|-(Apoo) ^ Rep|(A), M ^ M (g)g-^ ^ 

est une equivalence de categories. Ce foncteur est pleinement fidele en vertu de 113.81 Montrons 
qu'il est essentiellement surjectif. Soient a, /3 deux nombres rationnels tels que a > /3 > ^jzj, M 

une i?-representation (2Q;)-petite de rang r > 1. D'apres 113.101 pour tout entier n > a, il existe 
un i?i-Apoo -module discret iV„ dont le module sous-jacent est libre de rang r sur 
ayant une base formee d'elements Ap=o -invariants modulo p^^N, et un isomorphisme i?-lineaire et 
Apoo -equivariant 

(13.11.4) 7V„ (g)R, R ^ M/p'^-°'M. 

En vertu de 113. 8[ pour tons entiers n > to > a, il existe un unique isomorphisme i?i-lineaire et 
Apoo -equivariant 

(13.11.5) iV„/p"-"iV„ ^ TV™ 

compatible avec les isomorphismes (|13.11.4p . Par suite, les i?i-modules {Nn)n>a forment un sys- 
teme projectif, et si TV est sa limite projective, on a un isomorphisme i?-lineaire et A-equivariant 

(13.11.6) N(g}j^^R^M. 

Remarques 13.12. (i) Bien que paralleles, les preuves des propositions 113.91 et 113.101 diflFerent 
significativement dans leurs dernieres etapes qui consistent a definir A'^^+i a partir de N,l_^^^. On 
notera qu'en ce qui concerne la descente de la base, la preuve de 113.101 ne donne pas mieux que 
celle de ll3.91 c'est pourquoi nous avons omis cette partie de renoiice ll3.10l La proposition [TXH est 
due a Faltings ([TB] Lemme 1). 

(ii) L'enonce de descente etabli par Faltings dans [16] est en fait legerement plus faible que ll3.111 

Lemme 13.13. Soient a,e deux nombres rationnels tels que < e < a, M une R-representation 
a-quasi-petite de A. Alors : 

(i) Le Roo-module {M/p°'M)^ est presque de type fini. 

(ii) Le R-module p^ M est engendre par un nombre fini d'elements qui sont d'une part A- 
invariants modulo p'^M et d'autre part "E-invariants. 

(iii) Le morphisme canonique R^ M est presque surjectif. 

Soient xi, . . . , des generateurs de M sur R qui sont A-invariants modulo p^M. 

(i) On designe par u: {R/p°'RY — > Mjp'^M le morphisme i?-lineaire, A-equivariant et surjectif 
defini par les {xi)\<i<,d et par C son noyau. Alors H^(S,C) est presque nul en vertu de 16.181 
D'autre part, le morphisme canonique 

Roo/p'^Roo ^ (R/p'^Rf 

est un presque-isomorphisme (j6.2ip . Par suite, le morphisme i?oo-lineaire 
(13.13.1) {Roo/p'^RooY ^ {M/p'^Mf 

defini par les {xi)Ki<cd est presque surjectif. 
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(ii) Le i?-inodule p°'M est complet et separe pour la topologie p-adique ; il est complet en vertu 
de ([lOj chap. Ill §2.12 cor. 1 de prop. 16), et est separe en tant que sous-module de M . Done 
HjQ„j(S,p"Af ) est presque nul en vertu de 16.201 Par suite, le morphisme canonique 

(13.13.2) {M/p"'M'f 

est presque surjectif. Les classes des elements p'^xi, . . . ,p'^Xn dans {M / p" M)'^ se relevent en des 
elements x'l, . . . ,x'^ E . Pour tout 1 < i < d, on a 

(13.13.3) a;- G n (p^M) = {p^M)^. 

D'autre part, par le lemme de Nakayama, les {x[)i<i<d engendrent p'^M sur R. 

(iii) Cela resulte de (ii). 

Lemme 13.14. Soient M un R-module complet et separe pour la topologie p-adique, muni d'une 
action R-semi-lineaire et continue de Y], xi, . . . ,Xd des elements de qui engendrent M sur R. 
Alors le morphisme R^a-Hneaire R^ — defini par les {xi)Ki<d! ^st presque surjectif. 

Notons C le noyau du morphisme i?-lineaire, S-equivariant et surjectif R — ^ M defini par 
les {xi)i<:i<d- Comme M est separe, C est ferme dans R pour la topologie p-adique. II est done 

^d 

complet et separe pour la topologie induite par la topologie p-adique de R ; autrement dit, C est 

isomorphe a la limite projective du systeme projectif des i?-modules {C/{C Dp^R ))nefi- Par suite, 

. 

Hcont(^j C) est presque nul en vertu de 16.201 Par ailleurs, rhomomorphisme canonique i?oo — ^ R 
est un presque-isomorphisme d'aDres [6.22[ d'ou la proposition. 

Lemme 13.15. Soient a un nombre rationnel > 0, M une Roo -representation a- quasi-petite de 
Aoo telle que AI soit "Lp-plat. Alors, le Rpoo -module , muni de I'action induite de Apoo, est 
une Rpoa -representation a -quasi-petite de Apoo , et le morphisme canonique 

(13.15.1) ®^ rZ "> M 
est surjectif. 

D'apres (|3.10.4p et (|3.10.5p . on a 

(13.15.2) -> RMnn {M/p'^Mf-^ H^^ntl^o, M) hm H1(So, M/p'^M) 0. 

D'autre part, comme So est un groupe profini d'ordre premier a p, H^(I]o, M/p"M) — pour tout 
n > 0, et le systeme projectif ((M/p"Af )^°)„>o verifie la condition de Mittag-Leffler. On en deduit 
que HJqj^^(So,M) = 0. De meme, on a HJq^j(So;P"-^) = puisque p"M est complet et separe 
pour la topologie p-adique. Par suite le morphisme canonique 

(13.15.3) {M/p"M)^° 
est surjectif. 

Soient xi, . . . ,Xd des generateurs de M sur R^o qui sont Aoo-invariants modulo p°'M. Leurs 

classes dans {M/p°'M)'^° se relevent en des elements x'i,...,x'^ de , qui engendrent M sur 

Roo - Done le morphisme canonique 'S'jf^ Roo -> M est surjectif. Calquant la preuve de ll3.141 
on montre que le morphisme 

(13.15.4) R^'^^M^" 
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defini par les {x[)i<i<d est surjectif. Par suite, A'I^° est un i?poo -module de type fini. II est done 
complet et separe pour la topologie p-adique ; il est complet en vertu de ([1^ chap. Ill §2.12 cor. 1 
de prop. 16), et est separe en tant que sous-module de M. D'autre part, comme M est Zp-plat, 
la topologie p-adique de est clairement induite par la topologie p-adique de M. Done la 

representation de Apcxj sur M^°, induite par celle de A, est continue pour la topologie p-adique. 
Pour tout 1 <i <det tout g G Apoo , on a g{x'^ ~ x[ e np°'M = p^M^". On en deduit que 
M^o est une i?poo -representation a-quasi-petite, d'ou la proposition. 

Proposition 13.16. Soient a,e deux nombres rationnels tels que < 2e < a, M une R- 

representation a -quasi-petite de A telle que M soit "Lp-plat. Alors, il existe une Rp<x -representation 

(a — 2e)- quasi-petite M' de Apoo et un morphisme R-lineaire, A-equivariant et surjectif 
(13.16.1) M' (E)jf^ R -> p^M. 

D'apres Il3.13f ii). il existe des generateurs xi,...,Xd de p^M sur R qui sont d'une part A- 
invariants modulo p"M et d'autre part S-invariants. Pour tout 1 < i < d et tout g G A, g{xi) — Xi e 

n = p'^M'^ . Done en vertu de 113.141 (applique a la i?-representation (a — £)-quasi-petite 



p'^ M de E), il existe (aij)i<j<d G Roo tels que 



(13.16.2) g{x,) ~ X, ^Y.P'^' 



CLi^X j 



Notons Ml le sous-i?oo-module de p'^M engendre par a;i, . . . D'apres p3.16.2p . Mi est stable 
par Taction de A. Comme Mi C M^, Paction induite de A sur Mi se factorise a travers Ao^- 

Le i?oo-inodule Mi est complet et separe pour la topologie p-adique ; il est complet en vertu de 
( |10| chap. Ill §2.12 cor. 1 de prop. 16), et est separe en tant que sous-module de M. Pour tout 
entier n > 2£, on a 

(13.16.3) p"Mi C Ml n p"M C C p""^^Mi, 

la derniere inclusion etant une consequence de 113.141 Par suite, la topologie p-adique de Mi est 
induite par la topologie p-adique de M . Compte tenu de (|13.16.2|) . on en deduit que Mi est une 
i?oo-representation (a — 2e)-quasi-petite de Aqo- Comme le morphisme canonique 

(13.16.4) Mi®j^R^p^M 

est clairement surjectif, la proposition resulte de 113.151 applique a Mi . 

13.17. Pour tout nombre rationnel r > 0, on designe par 6('') la sous- i?i-algebre de J?^('') (|11.1.2p 
definie par 

(13.17.1) 6 W = S^^ {p'r^^'R/ff^ ®R Ril 

et par (3 son separe complete p-adique, que I'on munit de la topologie p-adique. On notera que 
e^"^) est ^-plat en vertu de ([1] 1.12.4) et done ^c-plat ((6l3)) . On pose 6 = S^") et 6 = 6(°). Pour 
tous nombres rationnels r' > r > 0, on a un homomorphisme injectif canonique a'"''' : S^'" ■* &'^'^\ 
On verifie aussitot que I'homomorphisme induit a'"''' : (3*^'' ' 6^''-' est injectif. On a un 
isomorphisme canonique 

(13.17.2) ^&.yR, ^ ®B. 6^^^ 
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On note 

(13.17.3) ■■ ^ r'n]i/ff^ ©('■^ 

la i?i -derivation universelle de qui est egalement un i?i-chanip de Higgs a coefRcients dans 

^"^^R/eK puisque £.~^?^R/ff^ <S)r Ri C de(,.) (©('')). On designe par 

(13.17.4) dg,., : ©W ^ r'^R/ff,, ®R ©^'■^ 

son prolongement aux completes. Pour tons nombres rationnels r' > r > 0, on a 

(13.17.5) /-'■(id X a'-^'-') o de(,., = o a''^'''. 

On designe par {Xo, ^^^^ la {s^i(S)^ ^^^(^^-,)-deformation lisse de (X, -y^^ definie par la carte 

(P, 7) (|10.13.ip . par ^0 le torseur de Higgs- Tate associe (|10.3p . par t/jq 6 ^o(^) la section definie 
par la meme carte (|10.13.4p et par lySp — ViAo I'action de A sur induite par -0o (|10.6.4p . D'apres 
110.171 (^0 preserve © et Taction induite de A sur © se factorise a travers Apao . On designe encore 
par if>Q Taction de Apoo sur © ainsi definie. 

Soient ti,...,td G P^^ tels que leurs images dans [P^^ /IX) ®i Zp formcnt une Z^-base, 
[Xu)\<i<d leurs images dans Homz(Apoo , Zp(l)) (|7.19.5p . {d\og(ti))x<i<d leurs images dans f^^/^^ 

(|7.18.5p . Pour tout 1 < i < d, on pose yi = (,^^d\og{ti) G ^^^^R/ff^ C ©, et on note Xi Thonio- 
morphisme compose 

(13.17.6) Apoo^Zp(l)i^p5^e^c, 

ou la seconde fleche est induite par Tisomorphisme (|9.18.ip . D'apres p0.17.2p . pour tout g g Apcxj , 
on a 

Pi 

(13.17.7) ^0(5) = exp(- ^r'^ ® X^{9))■ 

1=1 

II s'ensuit que (^0 est continue pour la topologie p-adique sur © (cf. I11.9p . Pour tout iiombre 
rationnel r > 0, 9?o preserve ©(''\ et les actions induites de Apcxj sur ©^''^ et ©^''^ sont continues 
pour les topologies p-adiques (cf. Ill.Sp . Sauf mention explicite du contraire, on munit ©^''^ et ©'■''■* 
de ces actions. II resulte aussitot de (|13.17.7p que et d^^^•, sont Aptxj-equivariants. 

13.18. Conservons les notations de 113.171 soient, de plus, /3, r deux nombres rationnels tels que 
P > r -\- et r > 0, {N,9) un i?i-module de Higgs /3-quasi-petit a coefficients dans ^^^^^/^^ 
(|13.2p tel que N soft ^p-plat. On pent ecrire de maniere unique 

d 

(13.18.1) 

2=1 

oil les 6i sont des endomorphismes de N appartenant a p^End^ {N) et commutant deux a deux. 

Pour tout n = (m, . . . , nd) e posons \n\ = I^- = Ilti Ilti ^ Endg-^(7V) 

et y— = HiLi y"' ^ ®- notera que N (g)^ ©'^''^ est complet et separe pour la topologie p- 

adique ([IJ 1.10.2), et qu'il est ifT'c'-plat puisque ©f'") est i?i-plat ([Ij 1.12.4). Par suite, pour tout 
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z € N ®^ la serie 

(13.18.2) Y^hen^yn)^^) 

n^tqd — 

converge dans 6'^''^, et definit un endomorphisme ©^''-'-lineaire de A^®^ que Ton note 

(13.18.3) exp^(6'): N (gi^^^ g^''^ ^ ®Fi 
Pour tout nombre rationnel r' tel que < r' < r, le diagramme 

(13.18.4) 7V(8);^^6M !fM!L^7V0_g-^ 

iV (8)5j- 6(''') — ^ iV ©^'■'^ 

est commutatif. On pent done se permettre d'omettre Tindice r de la notation exp^(0) sans risque 
d'ambiguite. 

Proposition 13.19. Soient ji, r deux nomhres rationnels tels que un 

Ri-module de type fini et ffc-plo-t, Q un Ri-champ de Higgs (3 -quasi-petit sur N a coefficients dans 
^~^f2]j^^^^, ip la Ri-representation quasi-petite de Aqq sur N associee a 9 par le foncteur p3.5.10p . 
Alors V endomorphisme p3.18.3p 

(13.19.1) exp^(6') : N (g)^^ 6^'^) ^ N (g^^ 

est un isomorphisme Ao^-equivariant de modules a -connexions relatives a I'extension Q^^'^/Ri, 
ou est muni de I' action de Aqo induite par (po (I13.17.7p et de la p"^ -connexion p"^ dg^^-, (|13.17.4p . 
le module N de la source est muni de I'action triviale de Aqo et du champ de Higgs 9, et le module 
N du but est muni de I'action if de Aqo et du champ de Higgs nul fcf. \2.13\} . En particulier, exp^(0) 
est un isomorphisme de Ri-modules de Higgs a coefficients dans (|2.12p . 

Soient xi, . . . , a;„ des _Ri-generateurs de iV, et pour tout 1 < £ < d, soit Ai — {m^ij)i<i,j<n une 
matrice n x n a coefficients dans Ri telle que pour tout 1 < j < n, on ait 

n 

(13.19.2) ^,(x,) =/^mf^.x,. 

1=1 

On notera que les matrices Ai ne commutent pas deux a deux en general (mais elles commutent si 
N est libre sur Ri de base xi, . . . , x„). Pour tout n = (ni, . . . , Ud) € N'^, on pose 

(13.19.3) A^ = A\^ -Al^--- Ay e Mat„(^). 
La serie 

„/3|n| 



(13.19.4) E=y?—^-^(8)y^ 

^-^ n\ — 

definit alors une matrice n x n a coefficients dans Q^'^K Pour tons (ai, . . . , a„) G (S^'"-')", on a 

n n 

exp^(9)C^x^ (g) a,) = ^ X, (g) 6, e N (E)j^^ 



i=l 
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ou (&i, ...,&„) = _E ■ (ai, a„). 

Comme la matrice E — id est a coefficients dans p^~^&^'^\ le determinant de E est inversible 
dans Si E~^ = {fij)i<i.j<n est la matrice inverse de E dans GL„(6(''^), alors pour tout 

1 < z < d, on a 

d 

(13.19.5) exp^(6i)(^ Xj ® /j,) =^x^®l. 

i=i 

Done exp^(6') est surjectif. 

Soit x e N(g)^^ tel que exp^(6')(a;) = 0. Comme E = id mod (p'^"''), il existe y G iV®^^ ©(''^ 
tel que x — p^^^y. Comme N (^j^^ ©(''^ est ^c-p^at (|13.18|) . on a expj.{6){y) = 0. On en deduit 

que a; S n„>op"'^~'^''(-^ ®]?^ &-^^) et par suite que x = puisque N (g)^ ©*•''•' est separe pour la 
topologie p-adique ([T] 1.10.2). Done exp^(6') est bijectif. 

II resulte aussitot de la definition (|13.18.2p que le diagramme 

(13.19.6) iV®;^^©M "-^^ ^iV(g)jj-^ ©M 

p'^id^d~^r.) 

r'^R/^^ N ®^ ©('■) "'^^"^'^^''^ r'^R/i,^ ®K N ®^ ©('■) 

ou V'^''^ — 6 1^ id + p^id (ig(,-) (12.13.2p . est commutatif modulo pour tout n > 1. II est done 
commutatif, autrement dit, exp^(^^) est un morphisme de modules a ^''-connexions relativement a 
I'extension ©(''V^. 

D'apres (fT3?7|) et (|13.17.7p . pour tout 5 e A^o, on a 

d 

(13.19.7) v{g) = exp(^r'0.®X.(5)), 

i=l 

d 

(13.19.8) Mg) = exp(-^r'^®X.(ff))- 

1=1 

D'autre part, considerant exp(— ® Xilff)) comme un i?i-automorpliisme de ©'""^ on a 

(13.19.9) (idAr ® exp(-r'^ ® X^(5))) o exp,(0) 

_ g 

= (exp(~C^6lj (8)Xi(5)) •X'idgM) °exp^(6l) o (idA^ (g) exp(-^-^— (g) x«(g))). 

En effet, il suffit de verifier cette equation modulo p" pour tout n > 1, ce qui resulte forniellement de 
la definition (|13. 18.21) (on utilise en premier lieu que exp(— (E)Xii9)) est un homomorpliisme 

de la i?i-algebre ©''')). Comme les endomorphismes 6i commutent deux a deux, on en deduit que 

d ^ 

(13.19.10) (exp(^ r'0^ ® Mg)) ® exp(- ^ ^ i — ® x^{g))) ° exp,(0) 

d Q 

= exp^(6l) o (idjv g> exp( - ^ ® X^(5)))- 
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Par suite, le morphisme exp^(0) est Aoo-equivariant. 

Corollaire 13.20. Les hypotheses etant celles de (|13.19p . soient, de plus, une defor- 

mation lisse de {X,^^) au-dessus de {^sii{S\ ^ ^^f^-^ pO.ip . la R-algebre de Higgs-Tate 

d'epaisseur r associee ()12.ip . On a alors un "^^^^ -isomorphisme fonctoriel et A-equivariant de 
modules a p^ -connexions relativement a I'extension ^^'■'/i? 

(13.20.1) TV (8)g-^ ^ ® 

ou est muni de I'action canonique de A et de la p^ -connexion p^d^^^^ (|12.1.8p . le module N 

de la source est muni de I'action triviale de Aoo et du Ri-champ de Higgs 6, et le module N du but 
est muni de I'action Lp de Aqo e< du Ri-champ de Higgs nul f cf. \2.13\) . Si, de plus, la deformation 
{X,^^) est definie par la carte (-P, 7) p0.13.ip . I'isomorphisme est canonique. 

En efFet, d'apres [13.19l et [!j.ll[ exp^(6') induit un .^^'''-isomorphisme fonctoriel et A-equivariant 
de modules a ^''-connexions relativement a I'extension 

^''Vi? (fTTTji . 

(13.20.2) TV ^'') ^ iV ® ^''\ 

ou ,5^'') est muni de Taction de A induite par <y9o (jll.Sp et de la ^''-connexion p^dyr^^-, (|11.1.6p . le 
module N de la source est muni de Taction triviale de Aoo et du i?i-champ de Higgs 9, et le module 
N du but est muni de Taction (p de Aoo et du i?i-champ de Higgs nul (cf. I2.13p . La proposition 
s'ensuit compte tenu de llO.lOl et 112.21 

Corollaire 13.21. Sous les hypotheses de (|13.20p . on a un 'i^^ -isomorphisme fonctoriel et A- 
equivariant de R-modules de Higgs a coefficients dans ^^^^^^/^^ 

(13.21.1) TV (^j^^ ^ TV ® 

oil est muni de I'action canonique de A et du R- champ de Higgs dcg-, (|12.1.12p . le module TV de 
la source est muni de I'action triviale de Aqo et du Ri-champ de Higgs 9, et le module TV du but 
est muni de I'action Lp de Aqo et du R\-champ de Higgs nul. Si, de plus, la deformation [X,^^) 
est definie par la carte {P,j) P0.13.ip . I'isomorphisme est canonique. 

Cela resulte de 113.201 en observant que pour tout nonibre rationnel r > 0, tout module a 

^''-connexion relativement a Textension ■^(''^ /R est un i?-module de Higgs a coefficients dans 
)i 



Corollaire 13.22. Soient TV un Ri-module projectif de type fini, 9 un Ri-champ de Higgs quasi- 
petit sur N a coefficients dans C""'^^/?/^^; ^ ^'^ Ri -representation quasi-petite de Aoo sur N associee 

a 9 par le foncteur (|13.5.10p . {X, .'#y) une {s^2{S) , ^ ^^(g-^)- deformation lisse de {X , H V 

les foncteurs (112. 8. 2p et (jl2.11.2ll associes. On a alors un isomorphisme fonctoriel de Ri-modules 
de Higgs a coefficients dans ^^^r2^y^^^_ 

(13.22.1) m{{N,ip)(g,j^^R) ^ {N,9), 

et un R- isomorphisme fonctoriel de R-representations de A 

(13.22.2) N{N,9) ^ {N,ip)®j^%. 
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Si, de plus, la deformation {X,.y^^) est definie par la carte {P,"f) (|10.13.ip . les isomorphismes 
sont canoniques. 

Cela resulte de ll3.21l et du fait que ker(d<^t) = Ret{'^'^)^ = R'i (|T^ . 

Corollaire 13.23. Soient [X,./^^) une {s^2{S), ^^^^-g-^)- deformation lisse de {X,^^, H ei V 
les foncteurs ()12.8.2p et p2.11.2p associes. Alors : 

(i) Toute petite R-representation de A est de Dolbeault, et son image par M est un petit Ri- 
module de Higgs a coefficients dans ^^^f^)}/^^- 

(ii) Tout petit Ri-module de Higgs a coefficients dans soluble, et son image par 

V est une petite R-representation de A. 

(iii) Les foncteurs Y etM induisent des equivalences de categories quasi-inverses I'une de I'autre, 

entre la categoric des petites R-representations de A et celle des petits Ri-modules de Higgs 
a coefficients dans ^"^n^j^j 

(i) Cela resulte de [TXHl [T31I1 [TMT] et [13:221 

(ii) Cela resulte de HSH [l32l] et [1321 

(iii) Cela resulte de (i), (ii) et ll2.16l 

14. Representations de Dolbeault rationnelles 
Les hypotheses et notations du ^T2] sont en vigueur dans cette section. 

Definition 14.1. On dit qu'une i?[i]-representation continue M de A est de Dolbeault si les 
conditions suivantes sont remplies : 

(i) M est un i?[i]-niodule projectif de type fini, muni de la topologie p-adique (|2.2p ; 

(ii) lI(Af) est un ^[i]-inodule projectif de type fini (|12.8.ip ; 

(iii) le morphisme canonique 

(14.1.1) H(M) (g_g-^ ^ M ®^ "^^ 

est un isomorphisme. 
Cette notion ne depend pas du choix de (X,./#j) ([lO.lOl et 112. 9f i)). 

Remarque 14.2. Pour qu'une i?[i]-representation continue M de A soit de Dolbeault, il faut et 
il suffit qu'elle verifie les conditions (i) et (ii) de 114.11 ainsi que la condition suivante : 

(iii') II existe un nombre rationnel r > tel que H(A/) soit contenu dans M ®^'g'<'"> (|12.1.3p . 
et que le morphisme canonique 

(14.2.1) H(A-/) -^M®^ 

soit un isomorphisme. 

En effet, pour tout nombre rationnel r > 0, le morphisme canonique M '^'^''^ — > M est 

injectif car AI est i?-plat. La condition (iii') implique clairement la condition ll4. iT iii) . Inversenient, 
supposons la condition 114. if iii) remplie. Comme H(7\f) est un i?i [i]-module de type fini, il existe 
un nombre rationnel r > tel que H(Af) soit contenu dans M Comme M est de type 
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fini sur quitte a diminuer r, on peut supposer le morphisme ()14.2.ip surjectif. Par ailleurs, 

IHI(M) etant i?i-plat, pour tout nombre rationnel r > 0, le morphisme canonique 

(14.2.2) m{M) ^ H(Af ) (g)j^ 

est injectif. Le morphisme (|14.2.ip est done injectif en vertu de ll4.1f iiiV 

Definition 14.3. On dit qu'un i?i [|]-module de Higgs {N,6) a coefficients dans est 
soluble si les conditions suivantes sont remphes : 

(i) TV est un Ri [i]-module projectif de type fini ; 

(ii) Y{N) est un i?[i]-module projectif de type ffiii ; 

(iii) le morphisme canonique 

(14.3.1) V(A^) 0^ ^ TV (gj^^ '^l' 

est un isomorphisme. 
Cette notion ne depend pas du choix de (X,^^) pO.lOl et I12.12r i)). 

Remarque 14.4. Pour qu'un i?i [i]-module de Higgs (TV, 0) a coefficients dans S,^^^]^/^^ soit 
soluble, il faut et il suffit qu'il verifie les conditions (i) et (ii) de ll4.3l ainsi que la condition suivante : 
(iii') 11 existe un nombre rationnel r > tel que V(TV) soit contenu dans TV ®^ et que le 

morphisme canonique 

(14.4.1) V(TV) (g)^ M ^ TV (g>^^ 

soit un isomorphisme. 
La preuve, similaire a celle de 114.21 est laissee an lecteur. 

Lemme 14.5. Soit M une R[j^]-representation de Dolheault de A. Alors le Ri[^\-module de Higgs 
H(Tlf) est soluble et on a un R[^]-isomorphisme canonique fonctoriel et A-equivariant 

(14.5.1) V(H(M)) ^ M. 
En effet, le morphisme "^^-lineaire canonique 

(14.5.2) H(TVf) g)g-^ ^ M (g)^ 

est un "^^-isomorphisme A-equivariant de i?-modules de Higgs a coefficients dans ^ "'^^^^/^^i ou 
'if^ est muni du champ de Higgs d-^t (I12.1.12p . M{M) est muni de Taction triviale de A et Tkf est 
muni du champ de Higgs nul (cf. 12. 13^ . Comme M est i?-plat et que ker((i<^t) = R, on en deduit 
un i?[i]-isomorphisme A-equivariant V(H(Af)) ^ M. Le morphisme ^^-lineaire canonique 

(14.5.3) V(H(TVf)) g)^ ^ ]e[(A./) g)^ "^^ 

s'identifie alors a I'inverse de I'isomorphisme p4.5.2p . ce qui montre que E1I(A/) est soluble. 

Definition 14.6. Soient G un groupe topologique, A une ^c-algebre complete et separee pour la 
topologie p-adique, munie d'une action continue de G (par des homomorphismes de ^c-algebres). 
On dit qu'une yl[i]-representation continue Tlf de G est petite si les conditions suivantes sont 
remplies : 

(i) M est un A[i]-module projectif de type fini, muni de la topologie p-adique 
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(ii) il existe un nombrc ratiomiel a > et un sous- A- module de type fini M° de M , stable 
par G, engendre par un nombre fini d'elements G-invariants modulo p^M", et qui engendre 
M sur 

On notera que contrairement au cas entier (|13.ip . on ne demande pas que M soit libre sur A[^]. 
On designe par Rep^jj_j (G) la sous-categorie pleine de Rep^j^f j (G) formee des ^-representations 
petites de G. 

Remarques 14.7. Soient G un groupe topologique, A une ^c-algebre complete et separee pour la 
topologie p-adique, munie d'une action continue de G (par des homomorphismes de ^c'-algebres). 

(i) Soient M un A [i] -module projectif de type fini, M° un sous-A-module de type fini de M. 
Alors M° est complet et separe pour la topologie p-adique. En effet, M° est complet en vertu 
de ([To] chap. Ill §2.12 cor. 1 de prop. 16). D'autre part, quitte a ajouter a M un facteur direct, 
on pent le supposer libre de type fini sur A[^]. Par suite, il existe un entier m > tel que 
p™M° soit contenu dans un yl-module libre de type fini N. Done n„>op"M° C n„>op"iV — 0. 

(ii) Soient M une ^[i]-representation petite de G, M° un sous-A-module de type fini de M 
verifiant la condition 114. Bf ii). Alors d'apres (i), M° est une A-representation quasi-petite de 
G (fmi) . 

Definition 14.8. On dit qu'un i?i [i]-module de Higgs {N,9) a coefficients dans f^^f^^/^^ est 
petit si les conditions suivantes sont remplies : 

(i) N est un Ri [ij-module projectif de type fini ; 

(ii) il existe un nombre rationnel (3 > et un sous-i?i-module de type fini de N, qui 
I'engendre sur i?i[^], tels que Ton ait 

(14.8.1) e{N°) c p^r'N° ®^ n],^^^. 

On notera que contrairement au cas entier p3.2p . on ne demande pas que N soit libre sur 
On designe par M.H.^{Ri ) la sous-categorie pleine de MH(i?i [^], ■f ^^f^]?/^^) formee 

des i?i [i]-modules de Higgs petits fcf. 19. 9p . 

Lemme 14.9. Soient A un anneau integre de corps des fractions L, B un sous-anneau de L 
contenant A, N un B-module plat de type fini, Ui,...,U£ des endomorphismes B-lineaires de 
N qui commutent deux a deux et tels que pour tout I < i < £, le polynome caracteristique de 
I'endomorphisme u.^ (^id de N (23^ L soit a coefficients dans A. Alors N est engendre sur B par un 
sous-A-module de type fini M tel que Ui{M) C M pour tout 1 <i < 

On procede par recurrence sur le nombre d'endomorphismes. Supposons I'assertion etablie pour 
£ — 1 et montrons-la pour i. Soit M' un sous-A-module de type fini de N qui I'engendre sur B et 
tel que u,{M') C M' pour tout 1 < i < ^ - 1. Soit P{X) = X" + aiX"-i + • • • + a„ G A[X] le 
polynome caracteristique de I'endomorphisme ui ®\(ldeN ®b L. Comme N est i?-plat, on peut 
I'identifier a un sous-i?-module de N (ds L. Par suite, I'endomorphisme P(u() de N est nul, et le 
sous-A-module M — J2"=o ^K-^') N repond a la question. 

Lemme 14.10. Soit {N,6) un Ri[-^]-module de Higgs d coefficients dans Que les 

conditions suivantes soient remplies : 

(i) TV est un Ri[-]-module projectif de type fini; 
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(ii) il existe un nomhre rationnel (3 > tel que pour tout i > 1, le i-ieme invariant caracte- 

ristique de 9 appartienne d p*^^^*S^(ri^^^^) i?i (|2.8.5p . 
Alors (N, 9) est petit. 

Comme Spec(i?i) est ^c-plat, ses points generiques sont les points generiques de Spec(i?i [i]). 
Comme ce dernier schema est noetherien, Spec(i?i) n'a qu'un nombre fini de points generiques. 
D'autre part, i?i est normal en vertu de 16.141 II est done isomorphe a un produit fini 0^=1 
d'anneaux normaux et integres. D'apres 114.91 pour tout 1 < j < n, il existe un sous-Aj-module de 
type fini N° de TV ig)^^ Aj qui I'engendre sur Aj[^] tel que si 9j designe le v4j[i]-champ de Higgs 

sur A'^ Cg)^^ Aj a coefficients dans ■C"^^}?/^^ induit par 9, on ait 

(14.10.1) 0,(7v;) c/r'^; ^R^R/if^- 

La proposition s'ensuit. 

14.11. Soient {N,9) un petit i?i [i]-module de Higgs a coefficients dans £,^^^]i/ff^, P un nombre 

rationnel > N° un sous-i?i-module de type fini de N, qui I'engendre sur tel que Ton 

ait 

(14.11.1) 0{N°)cpf'r^N°(^Rn],/^^, 

9° le i?i-champ de Higgs sur N° a coefficients dans induit par 9. Alors {N°,9°) est 

un i?i-module de Higgs quasi-petit p3.2p . On designe par ip° la i?i-representation quasi-petite de 
Aoo sur N° associee a 9° par le foncteur (|13.5.10p et par ip la petite i?i [|]-representation de A^o 
sur N deduite de ip° . Montrons que ip ne depend pas du choix de N° , et que la correspondance 
{N, 9) H> {N, (f) definit un foncteur 

P 

En eflet, soient u: {N,6) — > {Ni,9i) un morphisme de petits i?i [i]-modules de Higgs a coeffi- 
cients dans (.~^^]i/ff^, un sous-i?i-module de type fini de iVi, qui I'engendre sur i?i[^], tel que 
Ton ait u{N°) C N° et 

(14.11.3) 9,{N°)cp^r'N° 

On note 9° le i?i-champ de Higgs sur a coefficients dans induit par 9i, ipl la 

representation de Aqo sur TVf associee a 91 par le foncteur (|13.5.10p et ipi la i?i [i]-representation 
de sur A^i induite par ip^. Le morphisme (N°,Lp°) {N°,ip1) induit par u etant clairement 
A oo-equi variant, il en est alors de meme de u: (N., ip) — > (iVi, ipi). 

Montrons que (p ne depend pas du choix de N°. Soient 7 un nombre rationnel > un 

sous-i?i-module de type fini de N, qui I'engendre sur J?i[|], tels que Ton ait 

(14.11.4) 9{N*) C pT'N* ®fl ^R/e^ ■ 

Remplagant /3 et 7 par le plus petit d'entre eux, et N* par N° + N*, on pent supposer /3 = 7 et 
N° C N*. Appliquant alors ce qui precede a I'identite de N, on deduit que (p ne depend pas du 
choix de N° . 



(14.11.2) MU^R,[-],r'n],/^J ^ Kep^^ (A^). 
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Montrons que pour tout morphisme v: {N,9) — > {N',9') dc petits _Ri[i]-niodules de Higgs a 
coefEcients dans si tp' est la petite i?i[i]-representation de Aqo sur N' associee a 9', 

alors v: {N,ip) {N',ip') est Aoo-equivariant. Soient /?' uii nombre rationnel > N'° un 

sous-i?i-module de type fini de N' , qui I'engendre sur i?i[^], tel que Ton ait 

(14.11.5) 9'iN'°) C p^'r'N'° ®R . 

Remplagant /3 et /?' par le plus petit d'entre eux, et iV'° par v{N°) + N'°, on peut supposer /3 — (3' 
et v{N°) C N'°. On conclut alors comme plus haut que v: {N,(f) {N',Lp') est Aoo-equivariant. 

14.12. Soient {N,ip) une petite i?i[i]-representation de Aoo, a un nombre rationnel > N° 

un sous-i?i-niodule de type fini de N, stable par Aqo, engendre par un nombre fini d'elements 
Aoo -invariants modulo p"N°, et qui engendre N sur D'apres [l4.7f iil. la i?i-representation 

ip° de Aoo sur A^°, induite par tp, est quasi-petite. Notons 9° le i?i-champ de Higgs quasi-petit sur 
N° a coefEcients dans associe a ip° par le foncteur (|13.5.8p . et 9 le petit i?i [i]-champ 

de Higgs sur N induit par 9° . Procedant comme dans 114.111 on montre que {N, 9) ne depend pas 
du choix N° et que la correspondance (A^, ip) ^ {N, 9) definit un foncteur 

(14.12.1) Rep^ (Aoo) -> MUPiR,[-],r'^],/^J. 

II resulte aussitot de ll3.5l aue les foncteurs (|14.11.2p et (|14.12.ip sont quasi- inverses I'un de I'autre. 

Proposition 14.13. Soient {N,9) un petit Ri[^]-module de Higgs a coefficients dans C^^^]^/^^! 
if la petite Ri[j^]-representation de Aoo sur N associee a 9 par le foncteur (|14.11.2p . Alors : 

(i) On a un -isomorphisme fonctoriel A-equivariant de R-modules de Higgs a coefficients 
dans 

(14.13.1) TV ^ ® 



ou '^T est muni de I'action canonique de A et du R-champ de Higgs dcg^ (|12.1.12p . le module 
N de la source est muni de I'action triviale de Ago et du Ri-champ de Higgs 9, et le module N 
du but est muni de I'action ip de Aoo et du Ri-champ de Higgs nul. Si, de plus, la deformation 
(X,^^) est definie par la carte (-P, 7) p0.13.ip . I'isomorphisme est canonique. 

(ii) Le Ri[^\-module de Higgs {N,9) est soluble, et on a un R[j^]-isomorphisme A-equivariant 
fonctoriel 

(14.13.2) W{N) ^ {N, ip) 

Si, de plus, la deformation {X,^^) est definie par la carte (P, 7) (|10.13.ip . I'isomorphisme 
est canonique. 

(iii) La R[^]-representation Y{N) de A est petite et de Dolbeault, et on a un isomorphisme 
fonctoriel de Ri[^]-modules de Higgs 

(14.13.3) m(Y(N)) ^ {N,9). 

Si, de plus, la deformation {X,^^) est definie par la carte (P, 7) (|10.13.ip . I'isomorphisme 
est canonique. 
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L'isomorphisme (|14.13.ip resulte de 113.211 : le caractere fonctoriel se demontre comme comme 
dans 114. m Les autres assertions s'en deduisent compte tenu du fait que ker((i<^t) = i? et {'ta^)^ = 

Ri mM- 

Theoreme 14.14. Soit {N,9) un Ri[^]-module de Higgs soluble d coejficients dans ^^^17^^^^. 
Alors N{N) est une R[^]-representation de Dolheault de A, et on a un isomorphisme canonique 
fonctoriel de Ri[j^]-modules de Higgs 

(14.14.1) H(V(iV)) ^ N. 

La preuve de ce theoreme est donnee dans 114.391 Nous I'avons repoussee vers la fin de cette 
section car elle iiecessite I'iiitroduction de notations assez lourdes (a partir de ll4.26() . 

Corollaire 14.15. Les foncteursM (|12.8.ip etY (|12.11.ip induisent des equivalences de categories 
quasi-inverses I'une de I'autre, entre la categoric des R[^]-representations de Dolheault de A et celle 
des Ri[^\-modules de Higgs solubles a coefficients dans ^^^fi]^^^^. 

Cela resulte de [Ti31 et nmi 

Corollaire 14.16. Le foncteur V (jl2.11.ip induit un foncteur pleinement fidele de la catego- 
ric des petits Ri[^] -modules de Higgs a coefficients dans dans celle des petites R[-^]- 
representations de A qui sont de Dolbeault. 

En effet, le foncteur en question est bien defini en vertu de ll4.13T iii). et il est pleinement fidele 
en vertu de [mSl et im^ iil . 

Proposition 14.17. Les propositions suivantes sont equivalentes : 

(i) Pour toute petite R[^] -representation M de A, il existe un petit Ri[^\-module de Higgs N a 

coefficients dans ^'^ R[^]-isomorphisme A-equivariant 

(14.17.1) M^Y{N). 

(ii) Toute petite R[^]-representation de A est de Dolbeault, et son image par le foncteur M est 
un petit Ri[^]-module de Higgs a coefficients dans ^^^fJ^y^^. 

(iii) Les foncteur sW etY induisent des equivalences de categories quasi-inverses I'une de Vautre, 
entre la categoric des petites R[^] -representations de A et celle des petits Ri[j]-modules de 
Higgs a coefficients dans ^^^f^/j/^^^- 

(iv) Le foncteur 

(14.17.2) Rep|-^j,j(Aoo) ^Rep|^^(A), M ^ M (^^^^ 

est une equivalence de categories. 

En effet, I'implication (i)=^>(ii) resulte de ll4.13f iii). I'implication (ii)=>(iii) est une consequence 
de 114.131 et 114.151 et I'implication (iii)^(i) est immediate. 

Montrons ensuite que les trois premieres propositions impliquent (iv). Pour toute petite 

representation M de A, le Ri [|]-module de Higgs H(A/) est petit d'apres (iii). II lui est done associe 
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par le foncteur (|14. 11.21) une petite i?i[i]-representation de Aqo sur H(M). La correspondance 
M {W{M),ip) definit un foncteur 

(14.17.3) Rep| (A) ^ Rep^ (A^). 

Montrons que les foncteurs (|14.17.2p et (|14.17.3|) sont quasi-inverses Tun de I'autre. Pour toute 
petite i?[i]-representation M de A, on a des i?-isoniorphisnies A-equivariants fonctoriels (|14.13.2p 

(14.17.4) H(Af) i? ^> V(H(Af )) 4 Af. 

Par ailleurs, soient (iV, Lp) une petite i?i [i]-representation de Aoo, d le petit i?i[i]-chanip de Higgs 
sur N a coefficients dans associe a if par le foncteur (|14.12.ip . D'apres [14.131 on a un 

isomorphisme fonctoriel de i?i-niodules de Higgs 

(14.17.5) m{{N,ip)®^^R) ^ {N,e). 

Appliquant le foncteur (|14.11.2p . quasi- inverse du foncteur (|14.12.ip . on obtient un i?i-isonior- 
phisme A oo-equi variant et fonctoriel 

(14.17.6) H((iV,^)®^t)^(7V,^). 

Les foncteurs (|14.17.2p et (|14.17.3p sont done quasi-inverses I'uii de I'autre. 

Montrons enfin (iv)=4>(i). Soit M une petite i?[i]-representation de A. D'apres (iv), il existe une 

petite Ri [i]-representation (iV, Lp) de Aqo et un i?-isoniorphisnie A-equivariant 

(14.17.7) M ^ {N,if)®^^R. 

Soit 6 le petit Ri [|]-champ de Higgs sur N a coefHcieiits dans Sr^^\i/ej^ associe a Lp par le foncteur 
(|14.12.1[) . En vertu de 114. 13^ 1). comme les foncteurs (|14.11.2p et (|14.12.ip sont quasi-inverses I'un 
de I'autre, on a un i?[i]-isomorphisme A-equivariant M Y{N,6), d'ou la proposition. 

Corollaire 14.18. Supposons les propositions equivalentes de (|14.17p satisfaites. Alors pour toute 

petite R[-]-representation M de A, la R[-]-representation Horn— {M , R[-]) de A est petite. 

p p .[—\ p 

En effet, il existe une petite Ri [i]-representation TV de Aoo et un i?-isomorphisme A-equivariant 
M N R. On en deduit un i?-isoniorphisnie A-equivariant 

(14.18.1) Hom^j^j(Af,t[i]) ^ Romg^^^^^{N,Ri[k) t 

Soient a un nombre rationnel > N° un sous-i?i-inodule de type fini de stable par Aoo, 
engendre par un nombre fini d'elements Aoo-invariants modulo p^N", et qui engendre N sur 
En vertu de (pLj 10.10.2(iii)), N° est un i?i-module coherent. II en est done de meme de 
Hom^^ (Af°, i?i), et le morphisme caiionique 

(14.18.2) Hom^(iV°,i?;)®^^i?;[i] ->Hom^^jij(iV,i?;[i]) 
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est un isomorphisme. D'autre part, comme Ri est ^-^-plat, pour tout nombre rationnel /3 > 0, le 
morphisme canonique 

(14.18.3) Hom^^(iV°,i?;)«)^_^?'-^//^-^^HomflJiV7p'37V°,i?i//i?i) 

est injectif. II s'ensuit que la representation de A^o sur Honij^ {N°, Ri) est continue pour la topo- 
logie p-adique, et est quasi-petite, d'ou la proposition. 

Corollaire 14.19. Supposons les propositions equivalentes de (114. 17p satisfaites. Alors pour toutes 
petites R[^]-representations M et M' de A, et tout morphisme R[-^]-lineaire, A-equivariant et 
surjectif u: M' — > AI , la R[^]-representation de A sur le noyau de u est petite. 
Cela resulte de 114.181 

Proposition 14.20. Supposons d — 1, et soit M une petite R[^]-representation de A. Alors il 

existe une petite Ri-representation M' de A^c, et un morphisme R[^]-lineaire, A-equivariant et 
surjectif 

(14.20.1) M' R[^] M. 

En efFet, d'apres 114.71 il existe une /^-representation quasi-petite M° de A telle que M° soit 
Zp-plat, et un isomorphisme i?[|]-lineaire et A-equivariant 

(14.20.2) M° 0^ R\-] ^ M. 

R p 

En vertu de 113.161 quitte a remplacer M° par p'^M°, pour un nombre rationnel e > 0, on pent 

supposer qu'il existe une i?poo -representation quasi-petite N de Apoo, et un morphisme i?-lineaire, 
A-equivariant et surjectif 

(14.20.3) N®^ R^ M°. 

II existe un nombre rationnel a > et des generateurs Xi,...,Xd de N sur Rpoa qui sont 

Apoo -invariants modulo p^^N. On designe par N' le i?poo -module libre de base ei, . . . ,6^ et par 
a: N' ^ N le morphisme i?poo-lineaire qui envoie e.^ sur Xi pour tout 1 < i < d. Notons 

(14.20.4) ipo : Apoo Autg-^ {N') 

la ii!pcxj -representation triviale de Apoo relativement a la base ei, . . . , e^. Choisissons une Zp-base 
7 de Apoo. II existe un automorphisme i?poc -lineaire u de N' tel que pour tout 1 < i < d, on ait 
u{ei) -CiG p'^'^N' et 

(14.20.5) a(u(e,)) =7(^0- 

Pour tout g G Apoo , on note I'automorphisme i?poc -lineaire ipo{g) o u o (po{g^^) de N' . Si 
A G GLd (i?p°o ) est la matrice de u relativement a la base ei, . . . , de iV', alors g{A) est la matrice 
de relativement a la meme base. Soient r un entier > 0, Ar la classe de A dans GLd{Rp°° /p'^Rp^^). 
II existe un entier m tel que Ar appartiennent a GLd{Rpm / p^ Rpm) ^ de sorte que 7^ (^r) — Ar. 
Done pour tout n > 0, on a 

(14.20.6) Arj{Arh\Ar)...Y'"^"-\Ar) = {Arj{Arh^ (Ar) . . . jP'" -'{ArW^ 
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Comme A = id mod (p^^Rp-^), pour n sufBsamment grand, le produit (|14.20.6|) est egal a I'identite 
de GL£i(i?p=o /p^Rp^). Par suite, pour tout y G N' ^ la suite d'elements de N' 

(14.20.7) n^{uo ipo{l)f\y) = u o (^u) o • • • o (^"""'u) o ipo{Y"){v) 
converge vers y, pour la topologie p-adique. On en deduit que rhomomorphisme 

(14.20.8) Z Autj^^ {N'), ny^{uo (^0(7))" 

se prolonge en une i?poc, -representation ip de Apoo sur N' , ou Ton identifie Z a un sous-groupe de 
Apcxj par I'injection n 1— > 7". II est clair que ip est une representation continue pour la topologie 
p-adique de A^', et est meme petite. De plus, comme (^(7) — u o (^0(7), le morphisme a est Apcxj- 
equivariant p4.20.5p . La proposition resulte alors de 113.111 

Proposition 14.21. Supposons d = 1. Alors les propositions de (|14.17p sont equivalentes d la 
proposition suivante : 

(*) Pour toutes petites R[^]-representations M et M' de A, et tout morphisme R[^]-lineaire, 

A-equivariant et surjectif u: M' — > M, la R[^]-representation de A sur le noyau de u est 
petite. 

D'apres \UJ7\ et \UJ^ il sufRt de montrer que (★) implique \UJ7\ i]. Soit M une petite R[^]- 

representation de A. D'apres ri4.20l il existe une petite /^-representation M' de A et un morphisme 
i?[i]-lineaire, A-equivariant et surjectif 

(14.21.1) u: M' (g)^ M-] M. 

R p 

Par hypothese, la i?[i]-representation de A sur le noyau de u est petite. Appliquant de nouveau 

114.201 on obtient une petite /^-representation AI" de A et une suite exacte de morphismes 
lineaires et A-equivariants 

(14.21.2) M" (g)^R\-] M' ®^%-] M — > 0. 

R p R p 

Remplagant M" par p'^M" pour un entier n > 0, on pent supposer que v{M") C M'. On designe 
par {N,0) le i?i[i]-module de Higgs a coefficients dans conoyau du morphisme 

(14.21.3) H(i;): H(M"(g)^^[i]) ^ H(M' «)^^[^]). 

En vertu de 113. 23[ la /^-representation il/' de A est de Dolbeault, le /?i-module de Higgs H(A/') 
est petit et soluble, et on a un /?-isomorphisme canonique fonctoriel et A-equivariant p2.14.ip 

(14.21.4) V(H(A/')) 4 A/'. 

Par suite, d'apres (|13.22.2p . on a un /?-isomorphisme fonctoriel 

(14.21.5) H(M') (g)j^^ R ^ M'. 
On en deduit un isomorphisme 

(14.21.6) N(^^^i^M. 
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Comme est fidelemeiit plat sur (cf. [12J 3.2.3), N est projectif de type fini sur 

Par suite, en tant que quotient de M(M' 'Si%R[-]), le i?i[i]-module de Higgs {N,9) est petit. Done 

en vertu de 114.13^ 11) et (|14.21.4p . on a un i?[i]-isoniorphisnie A-equivariant M —> Y{N), d'oii la 
proposition I14.17r il . 

Remarques 14.22. (i) Les enonces 114.201 et 114.211 sont directement inspires de I'approche de 
Faltings (^IGJ theo. 3, page 852). 

(ii) On s'attend a ce que les propositions equivalentes de 114.171 soient verifiees pour tout d. 

14.23. Soient M une !R[i]-representation de Dolbeault de A, (H(Af), 6) le ^[i]-module de Higgs 
a coefRcients dans f associe (|12.8.2[) . ^tot = 61 (X) id + id (g) d<^<, le i?i-champ de Higgs total 

sur M{M) (g)^ ^'f. II resulte aussitot de p4.1.ip qu'on a un isomorphisme canonique fonctoriel de 

complexes de /^-representations 

(14.23.1) K'(H(M)®;^^<r^0tot) ^M®^K•(^^d^t), 

ou K'(— , — ) designe le complexe de Dolbeault (|2.8.4p . Pour tout i > 0, H(M) ^r^]^/^^ etant un 
facteur direct d'un i?i [|]-module libre de type fini, on a, d'aDres ri2.6[ 

(14.23.2) (r'H(M) = r 'H(M) <E>r il],^^^. 

On en deduit un isomorphisme canonique fonctoriel de complexes de i?i [i]-modules 

(14.23.3) K'{a{M),0) ^ {M (g)^ K'{'^\d^^))'^, 

ou le foncteur (— )'^ a droite est defini composante par composante. Ce resultat pent se rafHner 
comme suit. 

Proposition 14.24 ([16] §3, [43] 6.1). Soient M une R[^]-representation de Dolbeault de A, 
(H(A/),0) le Ri[j^] -module de Higgs d coefficients dans associe (|12.8.2p . On a alors un 

isomorphisme canonique fonctoriel dans D+(Mod(i?i [i])) 

(14.24.1) C:„„t(A, M) ^ K-(H(A/), 9), 

oil C*ojj(.(A, A/) est le complexe de cochatnes continues de A dans M p.8p et K*(H(Af),0) est le 
complexe de Dolbeault (|2.8.4p . 

En effet, pour tout entier i > et tons nombres rationnels r' > r > 0, le morphisme canonique 

(14.24.2) Gl,^,{A,M ®^ E'{^i^^'\p^' d^^^,,)) ^ Cl,^,{A,M ®^K'{^<^^\p^d^,^,)) 
est homotope a 0, en vertu de ll2.3r ii). Par suite, le complexe 

(14.24.3) hm Q„,t(A,A/®^K'(#«,p'^d^-,.0) 

'■eQ>o 

est acyclique. La premiere suite spectrale du bicomplexe ([26] § (11.3.2.2)) 

(14.24.4) lim C-„„t(A,M®^K'(#M,p^d^>0) 
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implique alors que le complexe simple associe p.6.2|) 

(14.24.5) lim j Cl,^,{/^,M®^K'{^^\p^d^^^,)) 

est acyclique. Les morphismes canoniques i?[0] — > K*('^''),p''d<^(^)) induisent done un quasi- 
isoniorphisme 

(14.24.6) C*„„t(A,M)^ lim ( Cl,^,{^,M ®^K*{^i^^\p^d^,^,)). 

D'apres [14.21 il existe un nombre rationnel tq > tel que M(M) soit contenu dans M ®—^'^'^°'> 
et que pour tout nombre rationnel < ?' < ro, le morphisme canonique 

(14.24.7) H(Af ) (g)j^^ ^ M (g>^ 

soit bijectif. Notant 6[ll = 6* ® id + p''id (g) d^,,, le ^-champ de Higgs total sur EI(M) 
on en deduit un isoniorphisme 

(14.24.8) K*(H(M) ®^ ^(''^0^) ^ M ®^]K'(#M,p'-d^„)- 
Pour tout entier i > 0, le morphisme canonique 

(14.24.9) H(M) 0^ Q„„t(A,<#^'^)) ^ CUt(A,H(M) <#('■)) 

est un isomorphisme. En effet, on pent se reduire au cas ou ]HI(M) est un i?i [i]-module libre de 
type fini, auquel cas I'assertion resulte de la compacite de A. Par ailleurs, la derivation induit 
un i?i-champ de Higgs i5*''^'') sur C*Q„t(A, ^('')) a coefficients dans C^^f^^/^^- Les differentielles 
du complexe C*o,jt(A, '^('')) sont des morphismes de modules de Higgs. Notant 'd\'^^ = 6* (g) id + 
p^'id ® (S''('') le i?i-champ de Higgs total sur lEII(M) CJ.qjjj(A, ^*^''^), le morphisme canonique 

(14.24.10) K-(H(M) Q,„,(A, #«),<;,(;)) ^ Q,„,(A, K-(e(M) #^,0^1)) 

est un isomorphisme (|14.24.9|) . II resulte de 112. 5| en utilisant la premiere suite spectrale des bi- 
complexes, que le morphisme canonique 

(14.24.11) ]K-(H(Af),0)^ hm / K'(H(M) C'„„t(A, #«), ^i--)) 
est un quasi-isomorphisme. La proposition s'ensuit. 

Remarque 14.25. Soit M une -petite i?-representation de A. D'apres 113.111 et 113. 7i il existe 
une petite _Ri-representation M° de Apoo tel que M soit isomorphe a M° R. Pour tons en- 
tiers i,n > 0, les propositions 13.251 et 18.231 permettent de calculer les groupes de cohomologie 
H*(A, M/p"-M) en ternie d'un i?i-chanip de Higgs 6° sur M° a coefficients dans 0}^^^^ ®jiRi{—l), 

a des (^-j^/(pp^mj^))-niodules pres (cf. 13.261 et (|7.12.ip ). Soit Ho le foncteur (|12.8.ip associe a la 
deformation [Xq,^^^] de (X, definie par la carte (P, 7) p0.13.ip . On pent demontrer que le 
champ de Higgs sur Hq (M) est egal au "logarithme" de 6° (cf . 113.71 et 113. 22p et on peut en deduire 
la proposition 114.241 par passage a la limite projective fcf. I3.10p . Nous ne developperons pas cette 
approche car d'une part, les conditions requises sur M sont plus restrictives que celles de 114.241 et 
d'autre part le resultat est plus faible puisqu'il ne vaut pas dans la categoric derivee. 
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14.26. Dans la suite de cette section, n designe un entier > 0. Considerons I'anneau Rpn defini 
dans 16.71 et posons 

(14.26.1) A(") = G&\(R/Rp^), 

(14.26.2) AlZ'> = Gal(i?oo/i?p"), 

que Ton identifie a des sous-groupes ouverts de A et Aoo, respectivement. Rappelons d'autre part 
qu'on a defini un morphisme /pi.: (Xpn , ^x^n ) — > (<5'p",^5p„) (|6.5.3p . ou Xpn — Spec(^pi.), 
Apn — R (8)z[p] (|6.5.2p et ^Xpn est la structure logarithmique sur Xpn induite par I'ho- 

momorphisme canonique p(p") — >• Apn (les notations sont celles de §[71)- On pose 

(14.26.3) ^Ap,^/0K „ ^(Apr.,P(P"))/(€?K „,N(P"))- 



On note ^„ la i?-algebre 
(14.26.4) 



de sorte que S^q — p0.3.2p . Pour tout nombre rationnel r > 0, on designe par y'n^'' la sous-i?- 
algebre de ^„ definie par 



(14.26.5) 



U,r. R), 



et par S'^^^ son separe complete p-adique. Pour tons nombres rationnels r' > r > 0, on a un 

(r') (r) 

hoinomorphisme injectif canonique J5^„ J5^„ . On verifie aussitot que riiomoniorphisme induit 
S^n — >■ --^n est injectif. On pose 

(14.26.6) 



= lim 



que Ton identifie a une sous-i?-algebre de S^n- On designe par 
(14.26.7) d^t : ^ r'f^X"/^.S" ^" 

la i?-derivation de induite par la derivation universelle continue de S^n (cf. (|11.1.10p V 
Le morphisme canonique (j6.5.4p 



(14.26.. 



induit des i?-homomorphismes 
(14.26.9) 

(14.26.10) 

On notera que le diagramme 



t . _> ^'t 



(14.26.11) 



y. 



est commutatif. 
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14.27. II existe un unique homomorphisme 

(14.27.1) g„: P(P") ^ W(i^^) 
tel que pour tout i G P, on ait 

(14.27.2) ^ [(t(P"^'"))™>o], 

oil t^P ^ ^ est I'image de t dans P^p ^ ^ par Tisomorphisme ()7.8.4p . Avec les notations de 19. IH 
on designe par la structure logarithmique sur Y image inverse de ^x-^n et par ^^(y) la 

structure logarithmique sur ^2(^) associee a la structure pre-logarithmique definie par I'homo- 

morphisme P'^'p ^ — > siiiTi) induit par g„. II est clair que Q o g„ est rhomomorphisme P^^ ^ — > P 
deduit de ctpn (cf . 17. 8p . Done induit une immersion fermee exacte 

(14.27.3) (y,^^)) ^ (^^(r),^^^;^)). 

On a un diagramme commutatif 

(14.27.4) (?,^^"^) — (^2(F),^i,:;y)) -P[P(^")] 

(y,^p) (^/2(r),^^,(y)) -P[P] 

Le groupe agit naturellement a gauche sur le schema logarithmique {Y Proce- 

dant comme dans 19.191 on definit une action a gauche de A*^"'' sur le schema logarithmique 
(^2/2(5^), -^j^'ly))- On verifie peniblement que tous les morphismes du carre de gauche du dia- 
gramme (|14.27.4I1 sont A'"'-equivariants. 

On definit de meme de nouvelles structures logarithmiques ./^i."-* sur S et sur ^2(5'), 

et une immersion fermee exacte 

(14.27.5) if : (f , ^1")) ^ {s^^{S), 
On verifie aussitot que le diagramme 

(14.27.6) {Y.-^f) — {^2{y).J^%)) -P[P(P")] 

$.Ji^0 ^ (^2(^),^^,"{^)) P[N(^'")] 

est commutatif. 

14.28. Soient {Xq,J(^^^ la (^2/2(6"), ^^^(S))"'^^^^'"™^*^^'^ ^^'^^^ {^i-^^ definie par la carte 
(P, 7) (jl0.13.1|) , {Xn , ) le schema logarithmique defini par le diagramme cartesien 

(14.28.1) (X„,^^J -(Xo,^^J 

i.^2{S\J^f ) X5[N(P")] P[P(f")] (^2(^),^^,(5)) Xb[N] B{P\ 
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est cartesien. Done compte tenu de (|10.13.2p . on obtient un diagramme cartesien 



(14.28.3) (Xp.,^x,„) X(5,„,^,^„) {S,^P) 



(^,^1")) X5[N(.")] (^2(^),^i:)5J Xb[n(p")] B\P^r>-)^ 



On en deduit que (Xm^^ ) ^'^^ (i2?2(<5'), ^^|.gP-deformation lisse de 

II est clair que le diagramme (sans la fleche pointillee) 
(14.28.4) 



K2(r),.^2n) 



(Xp.,^x,„) X(s^„,^5^„) (^,^1"))^.....-^ 



(X„,^jjJ 



(=e/2(5),^^")^JxB[f,<,.,]i3[p(?'")] 



ou 0„ est defini par p4.27.6p est commutatif. Comme la fleche horizontale inferieure est etale 
(|14.28.ip , on pent le completer par une unique fleche pointillee V'n de fagon a le laisser commutatif. 
On notera que le diagramme 



(14.28.5) 



(^2(r),^^^;^)) 



(^2(i^),-#^,(Y)) 



(X„,^^J ^ (Xo,^^J 

Oil les fleches horizontales sont les morphismes canoniques est commutatif. 



14.29. Procedant comme dans 110.61 on associe a V'n (|14.28.4p une action 
(14.29.1) (p„ : A(") ^ Aut^J^„) 

de A*-"-* sur ^„ par des homomorphismes d'anneaux, compatible avec son action sur i?. On a done 
V'o = V^o (|10-6-4ll . ce qui est compatible avec les notations de (|11.5I) . On note Taction de A^") 
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sur induite par ipn (cf. [TL6| . Pour tous g G A^") et y e ^J, on a p4.26.10p 

(14.29.2) vi[^\[g){y)) = ^i{g){ii{y)). 
En effet, notons ^'<\)n le morphisme compose 

(14.29.3) K2(n,-^Sn) — K2(n,-^S{y)) — (^n,^^J . 
D'apres p0.6.7p . on a 

(14.29.4) Vn{g)^^\^^^.^,^)°g. 

ou g agit sur ^„ par Taction canonique et t^^ ^ est I'automorphisme de induit par la 
translation par la section — ^'^n du K-schema en groupes Spec(j5^„). Considerons -(/)„ — ^T/^n 
comme un morphisme i?-lineaire 

(14.29.5) - ^'Vn : ^X^ie^^^ ®a,^ ^ ^ C^- 

II resulte du diagramme (|14.28.5p . dont la fleche horizontale superieure est A(")-equivariante, que 
le diagramme 



(14.29.6) 




est commutatif ()14.26.8p . L'egalite (|14.29.2p resulte alors de (|14.29.4p et de la formule analogue 
pour (/9o- 

14.30. Pour toute /^-representation M de A*^"-*, on note H„(M) le i?pn-module defini par 

(14.30.1) H„(M) = {M ®^^„t)A<"'^ 

ou agit sur S^}^ par if>\ ()14.29.ip . On le munit du -champ de Higgs a coefficients dans 

n/^jf induit par d^t. On definit ainsi un foncteur 

(14.30.2) H„: Rep^(A(")) ^ MH(IV,r'f2X"/^.sJ- 

D'apres [12. 2|, le foncteur Hq est canoniquement isomorphe au foncteur ()12.8.ip associe a la defor- 
mation (Xo,^j^^J. 

Definition 14.31. On dit qu'une i?[i]-representation continue M de A^") est de Dolbeault si les 
conditions suivantes sont remplies : 

(i) M est un i?[i]-module projectif de type fini, muni de la topologie p-adique p.2p ; 

(ii) Mn{M) est un i?p.> [i]-module projectif de type fini; 

(iii) le morphisme canonique 

(14.31.1) H„(M) <g>j^ ^ M®^^„t 

est un isomorphisme. 
Pour n = 0, on retrouve la notion introduite dans (114. ip . 
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14.32. Pour tout _Rpn-module de Higgs {N,9) a coefBcients dans ^ ^il^ ,^/ffK ' note Yn{N) 
le i?-module defini par 

(14.32.1) V„(iV) = {N ®^ ^„t)^'°'=°, 

ou 9tot — ^^ $5 id + id c?^t est le i?pn-champ de Higgs total sur N 0^ (|2.8.8p . On le munit de 
Taction i?-semi-lineaire de A'") iiiduite ipj^ p4.29.ip . On definit ainsi un foncteur 

(14.32.2) V„: MH(IV,r'f^X"/^,^„ ) ^ Rep^(AW). 

D'apres [12.21 le foncteur Vq est canoniqucment isomorphe au foncteur (|12. 11.11) associe a la defor- 
mation (Xq, ^j^^). 

Definition 14.33. On dit qu'un Rp^ [ij-module de Higgs {N, 9) a coefficients dans ^ jg^ 

est soluble si les conditions suivantes sont remplies : 

(i) N est un i^pn [|]-niodule projectif de type fini ; 

(ii) Yn{N) est un i?[i]-module projectif de type fini; 

(iii) le morphisme canonique 

(14.33.1) V„(7V) 0^ ^„t ^ N ^„t 

est un isomorphisme. 
Pour n = 0; on retrouve la notion introduite dans (114. 3p . 

Definition 14.34. On dit qu'un Rp^ [i]-module de Higgs {N, 9) a coefficients dans n/^x 
est petit si les conditions suivantes sont remplies : 

(i) N est un i?pn [i]-module projectif de type fini ; 

(ii) il existe un iiombre rationnel (3 > et un sous- _Rpn -module de type fini N° de N, qui 
I'engendre sur i?pn[i], tels que Ton ait 

(14.34.1) 9{N°) C p^r'N° ®A,r. ^X^/ff^^^ ■ 

Pour n ~ Q, on retrouve la notion introduite dans (|14.8p . 
Proposition 14.35. Soient n un entier > 0, {N, 9) un petit Rp^ [^\-module de Higgs d coefficients 
dans $,^^Q^j^ nje^ ■ ^^ors {N,9) est soluble; la R[j^] -representation V„(A^) de A^"^ est petite et 
de Dolbeault, et on a un isomorphisme canonique fonctoriel de Rpn[^] -modules de Higgs 

(14.35.1) H„(V„(iV)) ^ N. 

Montrons d'abord que le schema logarithmique (Xp^, ^x^n ) muni du morphisme fpn (j6.5.3p . de 
la carte P'^p ^ et de rhomomorphisme N^^ ^ — > P^p \ verifie les conditions requises dans (|6.2p . 
En effet, les conditions (C4) et (Ce) sont evidentes et les conditions (C3) et (C5) resultent aussitot 
de (|6.5.4p . La condition (Ci) est une consequence de lB.Sf v). D'autre part, il resulte de la preuve de 
I6.6r v) que le morphisme ppn (^0^ k est un homeomorphisme universel. Par suite, la condition (C2) 
est verifiee. On pent done associer a (Xpn , ^x^^ ) et au morphisme ()6.7.ip des objets analogues a 
ceux definis pour {X,^x) dans 16.71 L'anneau R associe a Xpn est le meme que celui associe a X 
en vertu de l6.6f vi). L'analogue pour Xpn de l'anneau R\ est l'anneau Rp^. La proposition resulte 
alors de ll4.13l 
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14.36. Si {N,6) est un i?i-module de Higgs a coefBcients dans ^ ^il]^^^^, le morphismc compose 

0„ : iV iV ^^'K/e^ ®fl ^ '^R, ^ r'f^X"/^^,. ^ ^ 

ou la seconde Heche est induite par w„ (|14.26.8p . est un i?^™ -champ de Higgs sur N La 
correspondance {N,9) n> ^j^^ Rp",(^n) ainsi definie est un foncteur 

(14.36.1) MH(i?;,r'f^}?y^,) ^MH(iV,r'f^X'./^K,J- 

D'apres (|14.26.1ip et (|14.29.2I) . le morphisme it induit un i?-morphisme canonique fonctoriel et 
A(")-equivariant 

(14.36.2) Vo(iV)^V„(A^«.g-^iV)- 

Lemme 14.37. Soit (N, 9) un Ri[j^]-module de Higgs a coefficients dans S,^^^]^/^^ id que N soit 
un Ri[^]-module projectif de type fini. Alors il existe un entiern > tel que I'image {N®j^^Rpn^9n) 
de {N,9) par le foncteur (|14.36.ip soit un Rn[^\-module de Higgs petit (|14.34p . 

Soit n un entier > 0. Pour tout entier i > 0, notons 

les i-iemes invariants caracteristiques de 9 et 9n, respectivement (|2.8.5p . Alors Xi{9n) est I'image 
canonique de Xi{9) p4.26.8p . D'autre part, pour tout t G P, si t^P ' designe son image dans P^p ^ 
par Tisomorphisme (|7.8.4p . on a 

(14.37.1) w„(rflog(t)) =p"dlog(i(P")). 

Par suite, la proposition resulte de ll4.10l 

Lemme 14.38. Soient {N,9) un Ri[-^]-module de Higgs soluble a coefficients dans ^^^Q]^^^^, n 

un entier > 0. Supposons que le Rpn[^]-module de Higgs (N ®^ Rpn,9n) image de {N,9) par le 
foncteur (jl4.36.ip . soit soluble (jl4.33p . Alors le morphisme canonique (|14.36.2p 

(14.38.1) Vo(iV) ^ V„(A^®j^ iV) 
est un isomorphisme. 

En effet, si on note w le morphisme en question, le diagramme 

(14.38.2) Vo(^) ®^ .n N 

ou a et 5 sont les morphismes canoniques, est commutatif. Comme a et 6 sont des isomorphismes 
par hypothese, w ® id^t est un isomorphisme. La retraction canonique c„ : J5^„ R induit une 

retraction : — > R. Par extension des scalaires par cjj, on obtient que w est un isomorphisme. 
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14.39. Nous pouvons maintenant demontrer le theoreme 114.141 Montroiis d'abord que Y{N) est 
un i?[i]-module projectif de type fini et est une representation continue de A pour la topologie 
p-adique. D'apres [10.101 et Il2.12r il. on pent supposer que {X,^j^) est la deformation {Xq,^^^^) 
de {X, definie par la carte (P, 7) ()10.13.ip . II sufRt alors de montrer I'assertion analogue pour 
Vo(A^) fcf. I12.2p . Pour tout entier n > 0, notons {N Rp,^,9n) I'image de {N,9) par le foncteur 
(|14.36.ip . II existe n > tel que le ^[ij-module de Higgs {N Rn,9n) soit petit (|14.37p . II 

est done soluble et la i?[i]-representation V„(A^ Cg)^ Rp") de A*^"-' est petite et de Dolbeault en 
vertu de 114.351 Par suite, le morphisme canonique (|14.36.2p 

(14.39.1) Vo(iV) ->¥„(A^®^ iV) 

est un isomorphisme en vertu de 114.381 On en deduit que Vo(A^) est un i?[i]-module projectif de 
type fini. Comme le morphisme (|14.39.ip est A'^"^-equivariant, Taction de A sur Yo{N) est continue 
pour la topologie p-adique. 

Le morphisme "^t-lineaire canonique 

(14.39.2) V(A^) 0^ ^ TV ® j=r 

est un "^^-isomorphisme A-equivariant de i?-modules de Higgs a coefficients dans oil 

'^'1' est muni du i?-champ de Higgs d<^t, N est muni de Taction triviale de A et Y{N) est muni 
du i?-champ de Higgs nul. Comme TV est un facteur direct d'un i?i [i]-module libre de type fini, 
on a (TV '^^)'^ = N (|12.6p . On en deduit alors un isomorphisme de i?i[i]-modules de Higgs 
EI(V(iV)) ^ TV. Le morphisme "^^-lineaire canonique 

(14.39.3) H(V(TV)) _^ y(TV) "^t 

s'identifie alors a Tinverse de Tisomorphisme (|14.39.2p . ce qui montre que V(TV) est une R[^]- 
representation de Dolbeault de A. 

15. Representations de Hodge- Tate 
15.1. Considerons la suite exacte (|7.22.2p 

(15.1.1) ^ {-Kpy^R -^S --r ?lR,eK ®rR{-^) ^ 

et notons aussi 1 ^ S" Timage de 1 G {iTp)^^R. Pour tout n > 0, posons ()2.5p 

(15.1.2) i„: S"(<f) ^ S"+i(f?) 

le morphisme i?-lineaire defini de la fagon suivante. Pour n = 0, io est le compose des injections 
canoniques R — >■ {ttp)~^R S. Pour n > 1 et pour tons xi, . . . , a;„ G (f, on a 

(15.1.3) ® ■ ■ ■ ® Xn]) ^ [I ® Xi ® ■ ■ ■ ® Xn\- 

Les forment alors un systeme inductif. On pose 

(15.1.4) %T=HmS"(^). 
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Les morphismes de multiplication S'^fff) (gj^S'^iS') S'"+"((^') (m,n > 0) induisent une struc- 

ture de i?-algebre sur "^ht- On notera que "^^ht est naturellement une i?-representation de F. La 
representation ainsi definie est appelee Vanneau de Hyodo f |28j §1). 

Remarque 15.2. On notera que p est inversible dans %t, de sorte que "^ht — %t[^]- En effet, 
on a 1 = 7rp ■ (7rp)"\ ou (Trp)^^ G {np)~^R C S" C %t- 

15.3. Pour tons entiers i > et n > 0, on definit un morphisme i?-lineaire et F-equivariant 

(15.3.1) >c„,: S"(^) <^B.^]i/ff,A-i) ^ S"-i(^) <E>Rh'+l^J^t-l) 
par >fi^o = 0, et si n > 1 par 

(15.3.2) K^^n{[xi ® • • • ® x„] (8) w) = ^ [xi (8) • • • ® Xi-i (g) aj^+i (8) • • • ® a;„] (g) (^(xi) A w), 

l<i<r! 

ou Xi, . . . ,Xn € (a, CO € J7^^^^(— n) et u: — i> 51^^^^ (E)rR{—1) le morphisme canonique (|15.1.ip . 
On verifie aussitot que Ton a >fi+i^„_i o ^ = et que le diagramme 

S"+i(^) ®fl S"(^) ®fl f2g-/^^(-« - 1) 

est commutatif. On obtient alors par passage a la limite inductive un morphisme i?[^]-lineaire et 
F-equivariant 

(15.3.3) >f,: ^R/ff^{-i) ^ %T ®i? ^R/'ffJ'i - !)■ 
Ces morphismes definissent un complexe J(^' de i?[i]-modules en posant 

n 5 3 4) JT* = / ®^ si i > 0, 

^ ■ ' [ si i < 0. 

15.4. Soit V une Qp-representation de F. Pour tout entier i, on note D^{V) le i?[i]-module defini 
par 

(15.4.1) B'iV) = {V®Q^'^KT{i)f- 

En prenant les F-invariants du complexe V J(f*{i) p5.3.4p . on obtient un complexe R[^]- 
lineaire, note W{V), 

(15.4.2) ^\V)-^T)'-\V)®Rn]„ff^^&~\V)®Rnl,ff^^..., 

ou D*(y) est place en degre 0. On munit le i?[i]-module ®i£iX'^{V){—i) du champ de Higgs a 
coefficients dans fi^^^^ (~1) induit par >ro (|15.3.3p . Le complexe de Dolbeault du module de Higgs 
ainsi defini est ®i(zzW{V){-i) ([2X4)1 . 

Definition 15.5 (|28J 2.1). On dit qu'une Qp-representation continue de F est de Hodge-Tate 
si les conditions suivantes sont remplies : 

(i) V est un Qp-espace vectoriel de dimension finie, muni de la topologie p-adique 
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(ii) Le morphisme canonique 
(15.5.1) D^(T/) ^^^f^, "tfnTi-i) ^ V «.q^ %t 

est un isomorphisme. 
On pcut faire les remarques suivantes : 

15.5.1. Hyodo montre dans loc. cit. que pour toute Qp-representation continue de dimension finie 
F de r, le morphisme (|15.5.ip est injectif. 

15.5.2. Pour toute Qp-representation de Hodge- Tate V de F, les i?[^]-modules D'(F) {i E Z) sont 
localement libres de type fini et sont nuls sauf pour un nombre fini d'entiers i, appeles les poids de 
Hodge-Tate de V (cf. [12] 4.2.7). 

Proposition 15.6. Soient (Xq, ^j^^) la {s^2{S),^^^f^-^)- deformation lisse de {X,^^) definie 
par la carte (P, 7) p0.13.ip . (P8P/ZA)iib quotient de P^^/ZX par son sous-module de torsion, 

(15.6.1) (FSP/ZA)iib ^ PS^P 

un inverse a droite du morphisme canonique P^p — {P^^ /'LX)\ih- On note ^0, R-algehre de 
Higgs-Tate (jl0.5p et ,^0 ^o, R-extension de Higgs-Tate (|10.5p associees d {Xq, ^^^). II existe alors 
un isomorphisme canonique de R[^]-algebres 

(15.6.2) 3-^: <^o[i] ^^jjT 

P 

tel que pour tout x G p~p^^o C "^oi^]; on ait 

(15.6.3) P^{x) = P^,{x) ESQ. %T, 

oil fin, est le morphisme (I10.18.2p . De plus, fi^ est A-equivariant et le diagramme 

(15.6.4) % — ^ %T 

r^^o®i^f^l^/^,^p^^^o®flf^]^,/^,(-i) — %T ®«iij,,/^^(-i) 

OIL V est I 'isomorphisme induit par (j9.18.ip est commutatif. 

Cela resulte de (|10.3.7p et 110.181 
Proposition 15.7. Conservons les hypotheses de (jl5.6p . soient de plus V une Qp-representation 
de Hodge-Tate de T, {IIo{V (E)Zp R) , (^) le module de Higgs a coefficients dans £.^^^]^/ff^ associe d la 
R[^]-representation V ®Zp R de A par le foncteur (|12.8.2p relatif d la deformation {Xq, -^x^), d' le 
champ de Higgs surM.Q{V R) d coefficients dans f2^^^^(— 1) deduit de et de I 'isomorphisme 

i?(l) —5- pp^^R (|9.18.ip . Alors V(E)ZpR est une R[^]-representation de DolbeauU de A, et Von a un 
Ri[^\-isomorphisme canonique fonctoriel de Ri[^\-modules de Higgs d coefficients dans Q]^^^^[—l) 

(15.7.1) ©,6z D\V) ®j^Rii-i) ^ MoiV ^), 
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oil le membre de gauche est muni du champ de Higgs induit par (|15.3.3p et le membre de droite 
est muni de 0' . 

On notera d'abord que V R est uiie i?[i]-representation continue de A. Si Ton munit D'(V^) 

de Taction triviale de F, V R du champ de Higgs trivial et ©igzD*(T^) *) et '^ylt des 

champs de Higgs induits par xq, le morphisme canonique 

(15.7.2) ©,ez D*(F) %T(-j) ^ V «)q^ %t 

est un isomorphisme "^Hx-lineaire et F-equivariant de i?[i]-modules de Higgs a coefficients dans 
ri^y^^ (— 1). Compte tenu de ll5.6[ on en deduit un isomorphisme "^Q-lineaire et A-equivariant de 
i?[i]-modules de Higgs a coefficients dans 

(15.7.3) D*(T/) ®^ ^ V '^o^ 

ou '^o^[^] est muni du champ de Higgs induit par d^t et par I'isomorphisme i?(l) — > pp^S^R 
(|9.18.1I1 . Comme D*(l/) est un facteur direct d'un _R[-!-]-module libra de type ffiii (|15.5.2p . on a 
(D'(y)(g)^'^(j')^ = D'(V^)(g)g^ en vertu de [T2?6l Par suite, en prenant dans (|15.7.3p les invariants 
sous A, on obtient un isomorphisme de i?i[i]-modules de Higgs a coefficients dans 17^^^^ (—1) 

(15.7.4) D^(y) ®^Ri{-t) ^ [V '4)'^ = ^oiV ®z, ^). 
De plus, le morphisme canonique 

(15.7.5) MoiV ^) '4 ^ V ®Zp "4 

s'identifie a I'isomorphisme (|15.7.3p . Done V R est une i?[i]-representation de Dolbeault de A. 
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